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As condigoes simultdneas de equilibrio Virial e equilibrio hidrostético determinam a existéncia de solugdes para
os modelos estelares mais simples. Utilizando estes dois conceitos mostramos que é possivel caracterizar o fim
da seqiiéncia estelar observando o comportamento da pressdo do gas e a radiacdo, e apontamos que este valor
coincide dentro das incertezas com a méxima massa diretamente inferida para estrelas reais.
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The simultaneous occurrence of Virial and hydrostatic equilibrium determine the existence of solutions for the
simplest stellar models. Using these concepts we show how it is possible to characterize the end of the stellar
sequence by observing the behavior of the gas and radiation pressures, and point out that the extracted value
coincides, within uncertainties, with the maximum mass directly inferred for actual stars.
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Com a excegdo do Sistema Sol-Terra-Lua, Sistema So-
lar e temas correlatos, e apesar do seu grande potencial
didatico e formativo, os temas de Astronomia e Astrofi-
sica raras vezes chegam de forma concreta e extensiva a
sala de aula. Existe certamente um atraso secular entre
o desenvolvimento real das disciplinas, sua transposicao
didatica e sua utilizacdo efetiva nas escolas contempora-
neas. Muitas vezes os professores declaram que, embora
tenham interesse em apresentar estes temas aos alunos,
a sua propria formagdo e a indisponibilidade de material
adequado sao fatores contra a possibilidade de lecionar
sobre o tema. Em particular, a formacao inicial e conti-
nuada de professores tem sido discutida [1] com relagéo
a auséncia de disciplinas de-Astronomia.

No que se refere aos documentos curriculares oficiais,
os PCN [2], mesmo dirigidos ao Ensino Fundamental men-
cionam a evolucao das estrelas, anas brancas, gigantes
vermelhas, estrelas de néutrons e buracos negros. Também
a Proposta Curricular do estado de Sdo Paulo [3] apre-
senta, nos contetidos da disciplina de Fisica, na primeira
série do Ensino Médio, o tema ”As etapas da evolugao
estelar (formagdo, gigante vermelha, ana branca, super-
nova)”(2014), os itens mencionados ndo aparecem de
maneira explicita, sendo ausente qualquer explicacdo so-
bre a formacao, a evolugao e o fim das estrelas e sobre
os aspectos fisicos envolvidos. Livros didaticos [4] ou pa-
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radidéticos [5] também mencionam tais conteidos para
o Ensino Fundamental.

Ainda na pesquisa em educagdo em Astronomia, sdo
poucos os trabalhos que tratam da Astrofisica Estelar na
educacao basica como tema principal, tanto no ambito
nacional quanto no internacional.Trabalhos iniciais so-
bre levantamento de pesquisas na area ja demonstraram
o baixo nimero de publicagoes sobre estrelas como se
observa na Revista Brasileira de Ensino de Fisica, e no
Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica [6, 7]. Posteri-
ormente, um levantamento sobre as edi¢cbes da Revista
Latino-Americana de Educago em Astronomia (RELEA)
nos primeiros 10 anos [8] aponta que apenas 2 artigos
(2,7%) abordaram o tema.

No ambito internacional, Lelliott e Rollnick [9] men-
cionam em um levantamento de artigos publicados em
periédicos internacionais que os temas sobre Terra, gra-
vidade, ciclo dia/noite, estagoes e Sistema Sol-Terra-Lua
sdo os mais frequentes e poucos sao os estudos relacio-
nados as estrelas. Segundo Pasachoff [10], até mesmo no
ensino das universidades é possivel perceber esse fato.
Alguns trabalhos [11-14] que fazem levantamentos sobre
concepcoes de alunos sobre as propriedades e formagao
de estrelas ja foram publicados. Como recursos didaticos,
Reinfeld e Hartman [15] propdem atividades cinestésicas
com estudantes para a compreensao do ciclo de vida das
estrelas e Futurani [16] um modelo tridimensional das
estrelas.
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Além disso, algumas dissertagdes de mestrado fizeram
estudos sobre o tema. Sobre o ensino de astronomia este-
lar na formacao de professores de Ciéncias na Colombia,
podemos citar o trabalho de Polanco Erazo [17]. Também,
mais recentemente no Brasil, Bandecchi [18] apresenta,
aplica e analisa uma proposta de ensino de contetidos
referentes a astrofisica estelar para alunos da 22série
do Ensino Médio, abordando os temas: luz, gravidade,
temperatura, composicao, fusdo nuclear, e equilibrio hi-
drostatico através do ciclo evolutivo das estrelas, desde
sua formacdo até o estagio final.

Outro fator importante é a auséncia de aplicagoes as-
trofisicas para os conceitos basicos dos cursos de Fisica,
pois apresentam os melhores exemplos e ricas conexoes
que poderiam contribuir bastante para esta formagcao.
Somente a modo de exemplo, dificilmente os estudantes
se defrontam com a radiagdo césmica de fundo (CMBR)
como o corpo negro mais perfeito medido na natureza (os
desvios estao na quinta casa decimal e sao estudados para
compreender a formagao de estrutura no Universo...). Da
mesma forma, uma série de conceitos fundamentais na
Mecéanica dos Fluidos encontra sua melhor aplicagdo no
estudo das estrelas, realizagao fisica desta teoria que
pode servir como exemplo claro do seu funcionamento e
seus alcances. Com efeito, no estudo das estrelas deve-
mos colocar para funcionar a maquinaria completa da
Mecénica e outros ramos da Fisica, tais como o Eletro-
magnetismo, se quisermos atingir um grau mais profundo
de entendimento [19]. Essencialmente toda a Fisica do
século 20 estd em agdo e podemos dizer que o desenvol-
vimento da Teoria da Evolugdo e Estrutura Estelares é
a sintese mais cabal da extensdo destes estudos, e prova
do estado-da-arte da mesma quando confrontada com
os dados disponiveis. Como passo prévio para uma des-
cricdo completa, as estrelas devem ser entendidas como
fluidos auto-gravitantes em equilibrio, e deste conceito
aparentemente simples nos ocuparemos a seguir.

Os modelos estelares mais simples, esfericamente si-
métricos e desprovidos de toda complicagdo real (campo
magnéticos etc.) fornecem um embasamento sélido para
entender a estrutura e evolucao das estrelas. Estes mode-
los resultam da solugdo simultdnea das quatro equacoes

diferenciais que relacionam os ”gradientes”4E  dM = dT o
dr? dr > dr

Z—f no interior com as variaveis relevantes temperatura
T, densidade p etc. e quantidades constitutivas tais como
a opacidade média k e outras. Para nossos propésitos, a
mais fundamental (no sentido de estabelecer o estado me-
canico do géds) destas equagdes é a equacao de equilibrio
hidrostatico para uma esfera auto-gravitante

dP Gmp
dr 2 (1)

onde m (r) é a massa encerrada no raio r. A solucio da
equagao de equilibrio hidrostatico em termos da fung¢ao
pressdao P(r) permite ver que a estrela estd, em toda sua
extensdo radial, sujeita ao balanco de forgas de a{])Eresszio

grav A4

e a gravitacdo ) P; = "Pyrqy”, onde Pyqp = — =55 é
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uma forma de escrever uma quantidade com dimensées de
pressao decorrente do campo gravitacional. Esta tltima
forma pode ser vista como algo puramente formal, e por
isso a escrevemos entre aspas, mas resulta muito geral,
pois a pressao sempre pode ser pensada como o efeito
de variar a energia a respeito do volume que esta ocupa
[20].

Porém, no problema do equilibrio estelar existe uma
relagdo "esquecida’de grande importancia, que indica
como a matéria estabelece a partilha entre a energia in-
terna Fy,; e a gravitacional Eg;.q, , no chamado equilibrio
Virial

Egra'u + 2Eint =0 (2)
Sabemos, de fato, que o equilibrio Virial precede o esta-
belecimento do equilibrio hidrostatico. Existem varios
exemplos de estruturas onde o equilibrio Virial é sa-
tisfeito, mas nao estdo em equilibrio hidrostatico. As
préprias estrelas satisfazem esta condi¢ao a caminho da
Seqiiéncia Principal: a contra¢do da nuvem-mae estd em
equilibrio Virial, mas nao atinge o equilibrio hidrostatico
até que o colapso seja detido pela pressao interna.

Para formalizarmos a ideia de como este duplo equili-
brio determina o comportamentoda estrela, cabe agora
escrevermos explicitamente a Pyq, anteriormente defi-
nida no caso mais simples. Para uma esfera homogénea,
a energia gravitacional em termos do volume V é

Egrav =~ 7 3 m (3)

3 <47r)1/3 GM?
5

E assim temos de imediato
Pgrcw = CM2/3p4/3 (4)

com C = % (%ﬂ)l/‘3 .

O membro que contém as propriedades da matéria e
a radiacdo Y P;, por sua vez, pode ser escrito como a
soma dos termos de gas e radiacdo, ambos fungoes de p
e T. Para determinar o problema em geral, é necessario
obter uma relagdo entre a pressao e a densidade cha-
mada de equacdo de estado, na qual no caso mais simples
depende de forma complexa destas varaveis. Porém, a
equacao de estado pode ser grandemente simplificada
para um caso especial muito relevante: quando a compo-
nente da radiacdo é pequena e o transporte é totalmente
convectivo.

Este problema foi considerado pela primeira vez por
Lord Kelvin, na forma de uma estrela em equilibrio con-
vectivo adiabdtico, isto é, onde bolhas de fluido sobem e
descem sem trocar calor com o ambiente. Da Termodina-
mica elementar, sabemos que uma trajetéria adiabatica
nessas condigoes pode ser descrita como P = Kp”, com
v=5/3eV =1/p para um gas ideal. Mais precisamente,
se o equilibrio térmico se mantém ponto a ponto, isto
quer dizer que a pressao e a densidade devem satisfazer
na estrela a mesma relacdo, e assim Lord Kelvin chegou
a considerar esta relagdo que tem a mesma forma funci-
onal de uma politrépica de indice 3/2. O raciocinio é o
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seguinte: a componente dominante da pressdo no interior
estelar é a do gas ideal, portanto

P
P:PgaszﬂﬁkaT;»Tu; (5)

A hipotese convectiva de Lord Kelvin pode ser escrita
usando o critério de instabilidade convectivo (formulado
por Scwharzschild), segundo o qual se o gradiente de
temperatura supera um valor limite V,4, a convecgao é
mais eficiente para transportar energia e o movimento
do fluido [21]. O valor desse gradiente adiabdtico é

PdT (azw)

Vaa =795 = \ amp

(6)
Para um dado valor constante do expoente podemos
integrar a eq.@ e obter a relacdo pressao-temperatura
de imediato, a qual resulta

P o T/ Vad (7)
Combinando as egs.(f) e (7)), temos de imediato que
P11/ Vaa p—l/Vad = P= Kpﬁ (8)

com K independente da microfisica. Entdo, quando a
estrela inteira é suposta em convecgdo, chegamos a cha-
mada solugcdo de Jeans, e ela implica que as trajetérias
adiabéticas do gés satisfazem P = Kp°/3, j& que para
um gas monoatoémico totalmente ionizado o valor do ex-
poente é v = 5/3e o gradiente adiabdtico é simplesmente
Vg =11 =2,
v 5

Os calculos detalhados mostram que as estrelas de
~ 20Mg jé sdo quase totalmente convectivas [21]. Este
valor estd bem abaixo da massa maxima esperada, e
portanto a soma Piotq; = Pyqs + Praq ainda é dominada
pelo termo do gas para estrelas observadas, e isto resulta
em uma poténcia de p com expoente diferente da Pgyyqy.
A inclinagdo da Pyes é maior (o expoente é préximo de
5/3),e existe sempre um ponto onde Pjytq; & Pyos =
Pyrqv, ou seja, uma solugdo da equacdo de equilibrio
hidrostético que representa uma estrela (vide Fig. 1).

Podemos agora discutir o problema da existéncia de
uma massa estelar mdzrima usando estas ideias. Pela

e,

Figura 1: O equilibrio hidrostético estelar expressado grafica-
mente como a interseccdo das pressdes Pgas € Pyrav -
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mesma razao que a Fisica determina a estabilidade de
qualquer estrutura, as estrelas ndo podem ter massas
arbitrariamente grandes, e embora ha discussio intensa
na literatura especializada (vide abaixo), nao ha obser-
vagoes que indiquem a presenga de estrelas com massas
maiores que ~ 100 — 200Mg . Isto sugere que a Fisica
bésica do equilibrio contém razoes para que a estrutura
estelar acabe em torno desse valor.

Como mostrado na figura 1, o ponto de intersecgao
(estrela) das linhas cheia e pontilhada Pyt = Pyes =
Pyrqv define a existéncia de uma estrela para massa fixa
dada. Quando massas maiores forem consideradas, a
curva sélida comeca a ter uma contribui¢ao crescente da
componente de radiacao e fica assintoticamente paralela
& Pyro7,. Assim, as solugdes (estrelas) deixam de existir.

Desta forma, sabemos que quando M — M, . a com-
ponente da radiacao rapidamente ganha importancia, e
finalmente Piot — Prgg = %CLT4. Mas como a estrela pre-
cisa satisfazer a relacao Virial eq.7 podemos escrever
explicitamente que

9 _
G NopwTM =T ~ ﬂMW?’pVS (9)
R H NokB

Na aproximagao p = cte (suficientemente acurada para
nossos propésitos), vemos que o quociente T°/p na es-
trela se mantém constante sempre, e assim P,.,q = %aT4
implica também que P,qq  p*/?. Quando a massa este-
lar é grande o suficiente, a curva da pressao total comega
a ser dominada pela pressao de radiacao, e sua inclinacao
muda para ficar cada vez mais paralela a Pgyqy, con-
forme aumentarmos a massa estelar. Assim, as solugbes
deizam de existir em algum ponto pouco antes que o
paralelismo completo aconteca, para alguma massa da
ordem de ~ 100 — 200M¢ (onde a Pyqs é dominada pela
P,.q4) como conseqiiéncia direta da manutencio estrita
da relagao Virial.

O confronto destas ideias com as observagdes pode
ser apreciado na figura 2. Trés das maiores massas ja
determinadas sdo mostradas no diagrama HR. A estrela
R136al é ao presente a recordista, com massa estimada
de ~ 320My (quando descoberta pensava-se que esse
sistema triplo era uma unica estrela com ~ 1000Mg),
mas hoje sua natureza multipla é indiscutida). AG Car
com massa ~ 100Ms e WR102ka cuja estimativa é de
~ 150M completam o grupo. Existem mais algumas
candidatas detectadas, mas é importante destacar que,
devido a existéncia de ventos que levam gas da estrela e
outros fatores que complicam a andlise, qualquer valor de
massa acima de ~ 150 — 200M, ¢ tido como controverso.
De qualquer forma é um fato que estas estrelas que tém
luminosidades ~milhdes de vezes maiores que a do Sol
validam as ideias tedricas descritas anteriormente.

Pelo fato que temos ignorado outros varios fatores, é
possivel que a massa maxima real seja até um pouco me-
nor do que corresponde aquela onde a radiagdo domina
absolutamente, mas o importante é que este exercicio
mostra que a estrutura estelar existe como decorrén-
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Figura 2: A posicdo de algumas das estrelas mais massivas no
diagrama HR. Para efeitos de comparacdo, a Seqiiéncia Princi-
pal de idade zero com os valores das massas iniciais calculados
teoricamente se mostram na linha preta a esquerda. O proge-
nitor da supernova 1987A cuja massa inicial é estimada em
~ 18 — 19M, aparece na parte inferior.

cia do equilibrio Virial, fato que raramente é enfatizado
o suficiente. Podemos dizer que o Teorema do Virial
adquire um carater concreto que beneficia em muito a
compreensdo do seu significado, mais ainda tendo como
corolario a existéncia de uma massa méaxima para as
estrelas. O argumento fisico simples apresentado mostra
por qué ha estrelas, e que alguma massa maxima para
elas deve existir. Sugerimos que isto constitui um assunto
importante para ser discutido em sala de aula no Ensino
Superior, e onde este recurso didatico pode ser aplicado.
O fato de que a pressdo da radiagdo cumpre um papel
desestabilizador da estrutura estelar nao deve ser minimi-
zado. Em um nimero expressivo de casos os estudantes e
seus professores acreditam que a radiagdo tem um papel
fundamental na Estrutura Estelar, quando na verdade
acontece exatamente o contrario, somente quando esta
iltima nao é importante é que existem as estrelas. Esta
discussao constitui um complemento importante para o
assunto aqui apresentado.
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