


HELIOCENTRISMO

10. Modelo Heliocéentrico:

Aristarco de Samos (310 - 230 A. C.)
(Considerado Absurdo)

20. Modelo: Nicolau Copérnico (1473 - 1543)
Livro: De Revolutionibus (1543):

1a. Grande Obra do Renascimento Cientifico
Europeu (1453 — tomada de Constantinopla)
Renascenca — Inicio do Humanismo
Thomas Morus, Erasmo de Roterda..etc.

A revolucao Cientifica foi muito mais dificil.



Principais Contribuicoes de Copernico:

1) Terra é um dos 6 planetas girando em torno do Sol.

2) Colocou os planetas em ordem de distancia a partir do
Sol: Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno
+ Urano, Netuno (01/1847, U. Le Verrier) e Plutao.

3) Determinou as distancias dos planetas ao Sol, em
termos da distancia Terra-Sol.

4) Deduziu que quanto mais perto do Sol esta o planeta,
maior a sua velocidade orbital - O movimento
retrogrado foi explicado sem precisar dos Epiciclos!




Configuracoes Planetarias

Planetas Inferiores:
Orbitas Menores do que a Terra; Mercurio e Vénus.

Planetas Superiores:
Orbitas Maiores do que a Terra:
Marte, Jupiter, Saturno (+ Urano, Netuno e Plutao).

Elongacao (e) : Distancia angular do planeta
ao Sol vista da Terra!




Definicoes Basicas

Conjuncao (Planeta Superior-PS)

Conjuncao
Superior (PS)

Conjuncao
Inferior (PI)
—_—
Quadratura (Or)

Oposicao

Elongacao

Quadratura (Oc)



Configuracoes Planetarias Basicas
(Heliocentricas)

« Conjuncao: o planeta na mesma dire¢cao do Sol
(e=0°)

« Oposicao: Planeta na diregcao oposta ao Sol
(e=180°)

« Quadratura: O planeta esta ortogonal (€=90°)



Distancias no Sistema Solar

Copérnico determinou as distancias dentro do sistema
solar em termos da distancia Terra-Sol

D;.s = 1 Unidade Astronomica (UA)

Quando um planeta (Inferior) esta em elongacao maxima TPS =90°
(visto do planeta)

sen(e,, )= gPS = Dy = sen(eM )x1UA

Mercurio: =28° = |Dpg = 0.376 UA




Planetas Superiores

Marte:
1UA
D D _ .
COS(“)= - Dpg = = Dus cos 49° 15204
D, cos

Tempo entre oposicao e quadratura = 106 dias
Nesse tempo a Terra descreve um angulo de (106/365)x360°=104.8°
Enquanto Marte (106/687)x360°=55.5° — a = 104.5°- 55.5°=49°



Distancia dos Planetas (UA)
Copérnico X Valor Atual

PLANETA Valor obtido por Copérnico | Valor Atual

Saturno 9.174 9.539
Jupiter 5.219 5.203
Marte 1.520 1.524
Terra 1.000 1.000
Vénus 0.719 0.723
Mercurio 0.376 0.387

Os resultados sao excelentes ao se comparar com 0s valores
atuais. De qualquer forma, com os excéntricos, deferentes e
epiciclos, o calculo € muito mais elaborado!

Previsao!




REACOES AO DE REVOLUTIONIBUS (1543)

Astronomos receberam bem.

Aos poucos as teses copernicanas foram saindo do circulo de
iniciados

Reacao mais violenta viria dos Religiosos: Devido a Reforma
Protestante a Europa atravessava um momento dificil (Barril de Polvora)

Concilio de Trento — 1545

Luteranos: ...Tem-se dado ouvidos a um astrélogo que tenta mostrar que
a terra gira, e nao os Céus, o Firmamento, o Sol e a Lua. Mas a sacra

escritura diz (Josué 10:13) que: Josueé ordenou ao sol que parasse e nao a
terra.

Calvino: Citando o o primeiro verso do Salmo 93 — a terra também € estavel nao
podendo mover-se! Quem se atrevera a colocar a autoridade de Copérnico acima
do DES. Como se poderia descer aos infernos ou subir aos céus? Como a terra
seria um lugar de pecado se ela faz 0 mesmo movimento? A igreja catolica
foi lenta para entrar nessa discussao. Contudo, nao podia ser menos crista
dos que os protestantes (antes tarde do que nunca).

1616 — O livro foi proibido pelo Santo Oficio.



A MISTERIOSA LEI DE TITIUS - BODE

Johann Alert Bode (1747-1826) Ressonancia Mecanica do
Johann Daniel Titius (1729-1796) disco proto-planetario!?

Formula Empirica para as distancias:

_2"%3+4

a 10 n=—~ (Mercurio)

n=0 (Vénus) n=1 (Terra) n=2 (Marte)

N=3? n =4 (Japiter ) n=5 (Saturno)

n=6(Urano) n=7(Plutdo) NETUNO?



TYCHO BRAHE (1546 — 1601)

. Ultimo Grande Astronomo Observacional antes do
Telescopio.

. Fabricou seus proprios Instrumentos - Observatorio
na llha de Hven (Dinamarca)

. Observacoes Precisas de Planetas e 777 Estrelas
(precisao de 4°)

. Nao Acreditava na Hipotese Heliocéntrica (Paralaxe!)

. O sistema do Mundo deveria ser decidido pelas
Observacoes! Espirito Cientifico

. Em 1600, contratou o matematico Johannes Kepler
para analisar seus dados (colhidos durante 20 anos)



Brahe morreu em 1601, logo Brahe e Kepler
apos contratar Johannes Kepler
(1571-1630). Ele herdou o posto
e os dados de Tycho. Kepler
trabalhou durante 20 anos
tentando ajustar o movimento
dos planetas com as possiveis
curvas.

Baseado no heliocentrismo, em
sua intuicao e apos inumeras
tentativas, concluiu que os
planetas seguiam orbitas elipticas
em torno do Sol, satisfazendo as
3 Leis de Kepler!

Teve uma vida atribulada:

“Quando desaba a tempestade
nada mais nobre senao colocar
a ancora de nossos estudos no
solo da eternidade” - Kepler




Dados de Tycho sobre Marte eram os mais
abundantes e precisos (10 pontos).

Kepler tentou inutilmente ajustar um circulo. Mas
o ultimo ponto dava um erro de 8’ de arco.
Descartou essa possibilidade pois acreditava nos
dados de Tycho.

Tentou uma curva oval e rapidamente descobriu
que uma ELIPSE ajustava muito bem todos os dados.

A curva é parte das 3 leis de Kepler
Conicas: Circulo, Elipse, Parabola e Hipérbole



1.2 LEI DE KEPLER
(LEI DAS ORBITAS)

“As orbitas dos planetas no movimento de
translacao em torno do Sol sao elipses com
o Sol ocupando um dos focos”

Numa elipse existem dois focos. A soma das
distancias aos focos € constante em
qualquer ponto da curva



a+b=c+d

ELIPSE




2.2 LEI DE KEPLER
(LEI DAS AREAS)

“A area desctrita pelo raio vetor de um planeta
(linha imaginaria que liga o planeta ao Sol) é
diretamente proporcional ao tempo gasto
para descreve-la.”

Velocidade Areolar = velocidade com que as areas
sao descritas.



Cada planeta mantém sua velocidade areolar constante ao longo
de sua orbita eliptica

AA, AA,
At, AL,




&
Afélio

Afélio = ponto de maior afastamento entre o planeta e o Sol




Periélio
o

Periélio = ponto de maior proximidade entre o planeta e o Sol




A velocidade no periélio é maior que no afélio.

Velocidade da terra no Afélio = 29,3 km/s
Velocidade da terra no Periélio = 30,2 km/s




3.2 LEI DE KEPLER

(LEI DOS PERIODOS)
“O quadrado do periodo da revolucao de
um planeta em torno do Sol é diretamente
proporcional ao cubo do raio médio de sua
elipse orbital.”

Raio Médio = média aritmética entre as distancias
maxima e minima do planeta ao Sol.

(period in years)

—
o
=
i—
=
e
=
o
P

is related to
Orbit Time




Planeta

Mercurio
Vénus
Terra
Marte

Jupiter

- Saturno

Urano
Netuno
_ Plutao

-
(dias terrestres)
88
224.,7
365,3

687
4343,5

10767.,5

30660
60152
90666

R
(km)
5,8 x 107
1,08 x 108
1.5 x 108
2,3'x 108
7.8 x 108
1,44 x 10°
2,9 x 10°
45 x 10°
6,0.x 10°

T2/R°

4 0 x 10-20



As Leis de Kepler dao uma visao
cinematica do sistema planetario.

Do ponto de vista dinamico, que tipo de

forca o Sol exerce sobre os planetas,
obrigando-0s a se moverem de acordo

com as leis que Kepler descobrira?

A resposta foi dada por
Isaac Newton (1642-1727):

FORCA GRAVITACIONAL (Principia -1687)

FALTAVA A DEFESA DA COSMOLOGIA COPERNICANA ( )




LEIS de KEPLER

1o Lei: Orbita Eliptica com o sol
num dos focos

2° Lei: Lei das areas %=constante

3° Lei:

Poca%

Image Copeyright JPL







Desafios de Galileu

1 — Libertar-se do principio de autoridade, representado de um lado,
pelas escrituras, Igreja, etc; e por outro lado, pela tradicao aristotélica.

(Método Cientifico)?

2 — Elaborar novas premissas que tornassem possivel uma nova
cosmologia — Derrubada das premissas aristotélicas.

3 — Construir uma mecanica e uma gravitacao compativel com o
heliocentrismo e particularmente com o movimento diurno da Terra.

Esta ultima tarefa foi totalmente cumprida por Newton.



Galileu: Principais Contribuicoes

1 — Via Lactea é constituida por uma infinidade de estrelas.

2 —Em 1610 Descobriu 4 satélites em Jupiter, com periodos entre
2 e 17 dias: lo, Europa, Ganimedes e Calisto (Sateélites
Galileanos). Hoje sabemos que Jupiter tem 39 sateélites.

Descoberta importante para mostrar que a Terra nao era o centro
do universo.

3 — Fases de Vénus — nao eram previstas pelo Geocentrismo!

4 — Relevo da Lua — Manchas Solares _
Os corpos celestes nao sao esferas perfeitas....

Livros:
1. O mensageiro das Estrelas (1610)-Siderius Nuncius

2. Dialogos sobre os 2 sistemas de Mundo (1632)

Obs: Somente em 1822 as obras de Copérnico, Kepler e Galileu
foram liberadas pelo “Santo Oficio”.




Newton (1643 — 1727)

A explicacao do Movimento Planetario e das Leis de Kepler

Livro: Mathematical Principles of Natural Science (Principia) - 1687

« Leis da Mecanica

- Gravitacao Universal

 Movimento dos Planetas e Cometas

* Leis de Kepler (K)

« Marés

« Calculo Diferencial e Integral

« Unificou a Fisica (Celeste e Terrestre)

« Cosmologia Newtoniana

* Fisica e Geometria

- Origem das Forcas de Inércia (Forcas Ficticias)



Mecanica: 3 Leis de Newton

1) Lei da Inércia e sua medida:
Referencial Inercial

“Na auséncia de forcas externas um corpo permanece em repouso ou se
desloca em movimento retilineo e uniforme.”
A massa m é uma medida da inércia de um corpo. O momento

—

p=mv=cte se F=0

Lei de Inércia X Referencial Absoluto!

2) Dinamica: A Lei de Forca (referenciais inerciais)
- dp
F — _p

dt

m=cte



Terceira Lei: A toda Acao corresponde uma Reacao
igual e contraria (mesma direcao)

F,p=—Fp,

(Eletromagnetismo?)

Como Newton Descobriu a Gravitacao

Universal?
N
@
/! AN

1

m

m

A Terra (Sol) exercem uma forca sobre
0s objetos nas suas proximidades.
Newton supos que essa eraa mesma
forca que fazia uma maca cair ou
mantinha um planeta em orbita com

velocidade y constante:

2
my

F =

Cc

r

Questao: Qual a dependéncia
radial da forca gravitacional?

Leis de Kepler!



2 v=? se P2=Kkr (terceira Lei de Kepler)

F =
A 2nr 2nr 2mr
P=—>=v-= =
Vv P kr?
dnr’ _4n’ mv’ m
kr r r r
PelaT ira Lei de Newton:
ela 1erceira Lel de Newion FS_)P F
m F,. ﬂ Constante de
72 / Newton
Mm _ GMm
— .

GRAVITACAO UNIVERSAL

“Dois pontos materiais se atraem mutuamente com forcas que tém a
direcao da reta que os une e cujas intensidades sao diretamente
proporcionais ao produto de suas massas e inversamente proporcionais

ao quadrado da distancia que os separa.”



Ainda de acordo com as Leis da Gravitacao Universal:

Devido a sua enorme massa, o Sol tende a atrair
os planetas em sua direcao

Quanto mais proximo do Sol, maior a velocidade
do planeta para que possa escapar do campo de
atracao gravitacional do Sol

A densidade de um planeta influencia na sua
velocidade de rotacao

(quanto mais denso, mais lento)

Formacao do Sistema Planetario ?



Derivacao Elementar da Constante de Kepler

P> =kr’

Qual a expressao de K considerando a Gravitacao Universal?

Xoy =0

\ F, =
Situacao Especial )

(6rbita circular)



O conhecimento do Periodo P implica nas velocidades:

V, = =V, = 3
P P
1) G/ my _ my; _ 4z / I 2) Gml% _ m,v, _ 47[27/21’2
(rn+n) 7 (r+5) 5 P’
G(m, +m2) 47*(r, +r,) 5 Ar? 3
149 P = r,t+r
* - (rl+r2)2 P2 G(m1+m2)(1 2)

Comparando coma 3a LeideKepler: P° = kg’

A7°

e —
G(m1 +m2)




k é constante, se e somente se a soma das massas para cada par (Sol e
planeta) fosse a mesma. Isso de fato nao acontece!

3 47

ksol — G(M

No caso do Sol:
+m,)

sol

47
m, <<MSOI — r o=

Jupiter/Satélite: 47’
k, = m, <<M,
G(MJ +ms)

Em geral teremos: K, (M., +m,) = k,(m, +m_) =k (m; +m))...

. ~ 2
ois a razao: 47
P —:k(m1+m2)5cte




Determinacao das Massas

Podemos escrever a Terceira Lei de Kepler na forma: P2=ka?3, ou ainda:

Medindo-se a e P para um dado corpo podemos calcular M+m. Se m<<M
teremos com muito boa aproximacao a massa do corpo central. Para o Sol:

47° a’
Ex: MSOZ — G P2

No caso de estrelas binarias com massas equivalentes: M=m

B 21t a’
G P’

M



Obs: Se soubermos as massas e valor de a podemos estimar o periodo
de revolucao!

Questdo: E possivel estimar massas de estrelas sem o conhecimento da
dinamica de outro corpo nas proximidades?

Ex: Marte tem 2 satélites. Deimos (0 menor) tem periodo de 1.262 dias, com
distdncia média a Marte de 23.500 km. Qual a massa de Marte?

P’ Ar? 412 43
a) k=—= _a% 4dp
) & Glm+m,) M _ +m,= G PZZ =M
MKS G=6.67x10" (Nm2/kg2 ou m?3/kgs?)
CGS G=6.67x10" cm?3/gs?

M =5.9%x10"kg = 0.1M

marte Terra



b) Mais diretamente (em massas da Terra)

MT MTerm
3 3
a a
D _ L
P2 MMCZ o P2 MTerm
D L

M, _(1.262)2(384000j3201 M, =0.1M
M 27.32) \ 23500 )

Terra



Gravitacao Newtoniana e as Leis de Kepler
O Problema de Dois Corpos

Vamos considerar 2 massas M e m que interagem através de
uma forca central (gravitacional)

:F —]_; - GMm o
M m mrm= s—F Mry =
r r

_GMm .

> r

=

_ F =0

— ext

Por definicao de centro de massa:

~  Mr,, +mr,
=
M M +m

O gue ocorre com o centro de massa do sistema?




Noteque: AT 7 +mF,n=0=>MFyu+mFm =cte

O momento total do sistema é conservado

Nao existem forcas externas aos dois corpos! Pela definicao de centro de

massa:
~ 2 mr,
R., =
CM Zmi
i
dRCM — cte = O centro de massa move-se com velocidade
dt constante

Obs: Se a velocidade do centro de massa é constante, podemos toma-la
como sendo zero por uma escolha apropriada de Sistema de Referéncia.



Vamos reescrever as equacoes de movimento numa forma mais conveniente:

GM . -
r rm =———7r
2 2
r r

Fm =+

Fazendo a diferenca (raio vetor relativo): r = I_;M —r,

M+m . - M+m .

GT——"F o, |[F=-G—=F
r r

FM—I_’:m

Observe bem a equacéo de movimento para o raio vetor relativo r
Se definirmos (seguindo a notacgao do livro de Kepler/):

,u=(M+m)G:>I%=—%I¢ Problema de um corpo 7 = 7 (1)

A solucao dessa equacao governa a orbita relativa dos corpos
(planeta, cometa, satélite, etc).



Em principio sdo 3 equacoes (22 ordem) diferenciais acopladas

r = (x(t),y(t),z(t)) A solugdo em geral é trabalhosa!

6 condic¢des iniciais: (xo, Yo» 2o ), ()'co, Vo> z’o) 3 corpos?!

A derivacao das leis de Kepler é simplificada se procurarrmos estabelecer as
quantidades conservadas: Momento Angular e a Energia total do movimento

(i) Conservacao do Momento Angular

—

- _ dL
L =7 X p (Momento Angu|ar) Text = d— (Torque EX’[eI‘nO)
4

Como as forcas externas sao nulas no movimento de dois corpos sob
uma forga central, ndo existe torque externo e portanto o0 momento

angular é conservado.



Tal resultado também segue da equacao de movimento!

r=0 Multiplicando vetorialmente por 7 temos:

Fx P+ FxF=0 Mas FXF=0 ‘AXB‘:ABsenH /ﬁ

r pois 3
Portanto rxr=0
d (q q) Ao\ d (q q)
— | FXFP|=rXF+rXr= —|rxr|=0
dt dt
f)(? — ]7[ = cte l_i = E o momento angular por unidade de

Massa

—

L=mrxr=mh



Obs: O vetor h é sempre perpendicular ao movimento (pois €
ortogonal ao plano definido por rev )

—

h

‘_)’

7

r

O movimento sob_agao de uma forga central € planar! A partir da
conservacdo de h é facil obter a Lei das Areas (22 Lei de Kepler). Como
o movimento € planar, podemos utilizar coordenadas polares (r,) para o

deslocamento

movimento relativo: /_)\_\
- B AL¢
) . h=Fxy Yo T TAy
P+ dr ¢ ’ . N A _ d ¢
w Ay VEvItve=ritrod < Ve T A
¢ v, =r¢
x

vV, =T




—

h=rfxv=Fx[FF+rod)=ro(Fxd)=r2 ¢z
Portanto, o mdédulo de h é:

|h|=h=r? ¢ = const.

Como h esta relacionado com a Area varrida pelo raio vetor?

1 Triangulo
. dA = 5 base x altura [ elem entar]
\ g __
r <[base: r
X altura: l’d¢
1 dA 1 ,d
dA=—r’d¢= —r2—¢



A=1r2¢=g=const.

A = d—A (velaczdade Areal )

dt
A area varrida pelo raio vetor é constante !

dA
—— =const. & h =const.

dt

Portanto, é a conservacao do momentum Angular
que explica a lei das areas (22 lei de Kepler)



(if) Conservacao da Energia Total

r
Equacao de Movimento: l‘+ u— =0
r’

A equacéao acima significaque 7//r (sentido oposto)

Multiplicando a EM escalarmente por ¢ temos: f.r+

Note que: ffzi 1,7;; :i lv2 onde: y=F7
2 dr\ 2

Portanto, a equagcao de movimento pode ser escrita como:

i(lv2)+£3(?17):0

dr\ 2 r




Qual é o vetor velocidade?

Em coordenadas polares (r,¢) temos:

<l

F‘ﬁzrf‘(r?+r¢¢?)=rr

Logo, a equacao de movimento fica:
d(1 ,
Vv
dt\ 2




Por outro lado

i(lvzj-i(ﬁj:o _ i(lvz_ﬁjzo
dr\ 2 dr\ r dr\ 2 r

portanto
1 2 u °
EV — —=const.=¢(energia)
r

Como veremos € depende do tipo de trajetéria. E possivel deduzir que
€ depende da excentricidade (€) , momento angular (h) e de (M)!



LEIS de KEPLER

1o Lei: Orbita Eliptica com o sol
num dos focos

2° Lei: Lei das areas %=constante

3° Lei:

Poca%

Image Copeyright JPL




hipérbole

Quais as quantidades fisicas que decidem o tipo de conica ?
Qual o valor de e ?

(Em termos das grandezas fisicamente relevantes)

e =e(h,e) -

Em outras palavras: Qual a previsao da teoria de Newton?



As cobnicas sao definidas por sua excentricidade

e = excentricidade

— O Circulo

O<ex] Elipse

—1 Parabola

e > 1 Hipérbole




Em funcao das 2 2
quantidades fisicas: e’_1= ﬂg se=_[1+ &8
u* Tk

Esta relacdo entre a excentricidade e a energia define o tipo de cbnica
2

e=0oe=—t_

2h* Circulo

2

vl

0<e<1<:»—2—h2<e<0 Elipse

e=1e¢e=0 Parabola

e>lee>0) Hipérbole

Portanto, o tratamento Newtoniano vai muito além das leis de Kepler,
ou Orbitas elipticas, pois também explica 0 movimento de cometas e
satélites ou asterdides!




Elipse

circunferencia principal

A Elipse € o lugar geométrico
dos pontos que satisfazem a
condicdo de que a soma das
distancias a outros pontos fixos
F e F, chamados focos, é
constante e igual a 2a, sendo
2a a longitude do eixo maior
R,Ra da elipse.

2b

Quanto maior a distancia FF’ maior € a excentricidade e da Elipse
a’+(ea)’ =b> = (ea)’=b"—-a’

2 2 2 2
ezzb—a :>e:\/b — 4 e = ( (circulo)

2
a

Distancia do Periélio: Rp =a—ea =a(l—e)
Distancia do Afélio: R | a(l+ e)

a + ea



Equacao da elipse (coordenadas polares): Uma elipse é por definicdo um conjunto de
pontos equidistantes de dois focos separados por 2ae, onde a € 0 semi-eixo maior € e a
excentricidade.

S Seja um ponto P(r,0) ou P(x,y) sobre a

P(x,y. | elipse.

Pela lei dos cossenos:
r’ =r’ +(2ae)’ - 2r(2ae)cos0

Por definicao de elipse,

r+n=2a = n=2a-r

2 2 2 2

(2a—r) " =r"+4a’e” +4raecos@ W Equacéo
da Eli

4a’ +/—4ar :/+ 4a’e’ +4raecosd 7 =Ipse

. L2
a’(l-e’)=ar(l1+ecosf) = r = a(l—e’)
1+ecosoO




_a(1-e?%)
1+ecosH

O que fez Newton?

Utilizando as equacoes de h 2
movimento mostrou que: 1)
1}

r =

1+ ecos ©O

h’ ,
E portanto: —=a(l-e")

2

2h*
2) No caso geral e=_[1+ €
1l



Terceira Lei de Kepler: Lei Harmonica
(Prova Geral)

A dera da Elipse é dadapor: A = 7mab

, o . . _ 2\
A = area, a = semi-eixo maior e b = semi-eixo menor b=a(l—e")”

h
Da lei das areas (constancia do MA) temos: dA = Edt
, h
Integrando-se sobre um periodo - P : Zab = EP (1)

Substituindo-se b acima ( da relacdo com a excentricidade)

P!
b=a(l-e?)" = [a_hzj
N

Elevando-se (1) ao quadrado e substituindo o valor de b acima :



2 2 3
el g L T
a4 u

Substituindo @ temos a lei de Kepler:

A7* .
d

G(M +m)

P’ =

A “constante” de Kepler depende, portanto, da soma
das massas dos corpos. No caso dos planetas do
sistema solar, que orbitam o Sol, essa soma é
praticamente igual a massa do Sol e, portanto
aproximadamente constante.



Equacao da Energia: Aplicacoes

Determinacao da constante viou
€= >R = const.

Como a energia é constante, podemos calcular o seu valor em
gualquer ponto da orbita. Por exemplo, podemos calcular o seu valor
(e 0 do momento angular) no periélio.

2
o viw
P2 r
p
hZ
2 __
vp_ > 2a




mas h2 — ua (1 — ez) —> Substituindo he r,:

Da qual podemos calcular a velocidade relativa em
qualquer posicao!



Aplicacoes: > 1
S

roa
1. Orbitas circulares:

e 2 1 u
Nas orbitas circulares r=a: V. = U ———|=,]—

_ﬂ__G(m+M)__G(M+m)<O
2r 2r 2r

2. Velocidade de Escape: Vesc

E =

Velocidade minima para que o0 corpo escape da atracao
gravitacional do sistema: quando v= Vesc, 0 corpo chegara
no infinito com v =0 (ou seja, em r=o, v _=0
teremos £ = 0)

Pois (nesse caso limite) as energias potenciais e cinéticas
serao nulas no infinito!



2 /2 2G(M +
£ = vesc . ILl — O |:> Vesc — _ﬂ :\/ G( m) = 2vcir
2 r r r

Qual a velocidade necessaria para um satélite
artificial escapar do campo gravitacional terrestre?

2GM 4 _

®
M@ >> mS : Vv esc—\/ R@ —11,2km/S

3) Qual a velocidade de um satélite da Terra em 6rbita circular
a 300km de altura ?




v=[5 . r=300km+R,

r
r = (300 + 6370)km
r =6670km
GM
L= ="/
’L[:G(MT_FmS)EGMT chr , ,Skm/S
Qual o periodo orbital ? 5
PP=— =90 min
GM,+m,)

Suponha que nem a luz escape de uma corpo de
Massa M! O que teremos ?



O que ocorre quando a velocidade de escape € igual
a velocidade da luz? v=c

Como nenhuma particula (pela teoria da relatividade especial) pode
se deslocar com v > ¢, 0 corpo nao podera ser visto!

/ 2GM
V€SC —
R

Qual seria o raio do corpo parao qual v, .., =Cc ?

C

2GM 2GM
&k ST R €
3 3
2GM Raio de Schwarzchild ou
Rg - Cz - Raio gravitacional do corpo de massa M

Todo corpo de massa M tem um raio gravitacional



Buracos Negros

Se o raio do corpo € menor ou igual ao seu raio
gravitacional dizemos que o corpo formou um buraco
negro. Ou seja, para formar um buraco negro
precisamos por toda a massa do corpo dentro do seu
raio gravitacional.

 2GM

9 CZ

R

Uma descricao consistente dos BN so0 e possivel com
a teoria de Einstein (Relatividade Geral). O valor de
R, define o chamado Horizonte do BN (Quem passar
do horizonte nao retorna). Matematicamente, o BN é
uma singularidade no espaco — tempo.



SUPLEMENTO



L

, ] ] — = —) L — Cl(l - e)
Area da elipse: A 72'6119 14+ ecos@ Semilatus

rectum

’"12 =(x+ae)’+y> (a)
Em coordenadas cartesianas: ) ) )
r-=(x—ae) +y (b)
Subtraindo (a)-(b) e usando r = 2a-r,, temos I"1 =a-+tex (c)
Levando-se em conta que o semi-eixo menor é dado por b? = a?(1-e°),0 que pode ser

facilmente derivado pelo teorema de Pitdgoras colocando-se o ponto P(r,0) em 6=90°, e
substituindo-se (c) em (a), temos a equacao de uma elipse em coordenadas cartesianas:

- = )

b X b 2
A Area da elipse é dada por: A= 4I dYI dx = A= 4'[“ 1‘(%) dy
0 0 0

7
Substituindo-se y =b sen z, e dy =b cos zdz A =4ab j \/1 — (sen Z)2 cos z dz
0

A A T
e, COmo sen?z + cos?z = 1, resulta: A = 4abjcos 2 7 dz como jcos 7dz = Z

A = mab



Primeira Lei: Lei das Orbitas

Considere a equacao de movimento:

*+£3;7:O U=GM +m)
r

Multiplicando vetorialmente pelo momento angular por unidade de
massa temas:

r><h+£r><h O:>r><l_i 'uh r
e e .
. | B | (")
h=rXv=rxr hXF =FXFXr
Mas: U u U d(7
—3(? F)XF r— ( ?j? Eﬂ—(—j
r r - dr\ r

Note que:

Esse resultado segue da identidade vetorial (regra do termo médio):
ixbxé=(G-¢)b-b-¢



Portanto, podemos escrever (*) como:

xh=ugl7)
'udt r

Mas 7x/ — —(Fx flj pois é um vetor constante! Logo:

R

X

=
I

Como 7 é perpendicular ao plano da 6rbita = 7xk esta no plano da érbita
definido v ,B 0
por ¥ e B e,portanto, 0 mesmo ocorre com o vetor _




Temos apenas 6 constantes de movimento embora existam 7 “integrais” de

movimento. 3 componentes d8 |, a energia E, 3 componentés de  , mais a
_ ielagan

B-h=0

Para encontrar ajequacao da trajetoria vamos multiplicar o nosso resultado

esca!;rmcntc oor . F;
?-(?xhj:,ur+,b’rcosy s

r

a-[bxc)=axb)e
Usando a identidade vetorial

7-(?><iij=w+ﬁ.7



Usando a identidade vetorial:
i-(bxc)=laxb) ¢ ?-(?xiij =+ f7
no lado direito temos:
(?x?)-ﬁ:,ur+ﬁ-? =i
LYT) :>h2:ﬂr+ﬂrc087:ﬂr(1+’80:s7/j
h




E comparando com a equacao da cbnica (ver pagina 14):

e a(l—ez) _ L
l+ecos@® 1+ecos@
L=a(1—€2)E semi-latus Er(ﬁzzj
rectum 2
h2
L:— e:ﬁ 9: 7/
u

— l:ll+1
L 2\r r




O que decide o tipo de conica?

Pela definigio do vetor

ENERGIA!

r

B =rxh—pu
r

é facil mostrar (Kepler pagina 78) — Exercicio

ﬂ2:h2v2+ﬂ2_2ﬂh2§ﬂzez p— ,uzez—,u2=2h2(%v2—ﬁj

r r

].Lz (32 — 1) = 2h’e Resolvendo para a energia:

2

€= 2!][12 (e2 _1)

A excentricidade (e portanto o tipo de conica tragada pelo
corpo) depende da energia do sistema!



