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Cosmologia Relativistica

» equacbes de Einstein: estabelecem uma relacdo entre a
geometria do espaco-tempo e a distribuicido de matéria e

energia
e

G = g T

» a geometria é caracterizada pelo tensor de Einstein, GW, que
depende dos coeficientes da métrica e de suas derivadas até
segunda ordem

» a distribuicao de matéria e energia é descrita pelo tensor de
momentum-energia T,



Métrica e curvatura de superficies

vamos exemplificar com superficies bi-dimensionais:

» métrica: distancia entre dois pontos vizinhos, num dado
sistema de coordenadas

» por exemplo, numa superficie plana
ds? = dx?® + dy? = dr® + r’d¢® = ...

(em coordenadas cartesianas, polares, ...)




Métrica e curvatura de superficies

» coordenadas (x1,x2) arbitrdrias:
2
ds® = Zg,'j(xl,XQ)dX,'de
ij

> gjj: sao as componentes do chamado “tensor métrico”, que
caracteriza a geometria e depende da curvatura




Métrica e curvatura de superficies

» superficie esférica de raio R:
superficie de curvatura constante e positiva

» coordenadas esféricas:
ds®> = R?d6? + R?sin’ d¢?

» vamos mudar a coordenada 6 para A = Rsin6:
nesse caso

A2
dA = Rcosfdf = RV 1 —sin?0 = Ry/1 — 77

e, portanto, a métrica pode ser reescrita como
dA2

A2
T R?

ds® = + A%dg?




Métrica e curvatura de superficies

» superficie esférica de raio R:

dA?

A2
T R2

ds® = + A2d¢?

» introduzindo a coordenada comével o = A/R, a métrica fica:

do?

ds?> = R? [ + a2d¢2]

1 — ko?




Métrica e curvatura de superficies

» reescrevendo como

ds® = R* | —— + 0°d¢?
1 — ko? ¢
vale para qualquer superficie de curvatura constante!
» k =0: plano;
» k = +1: superficie esférica
» k = —1 superficie de curvatura constante negativa

ndo "cabe” num espaco tri-dimensional, mas podemos
projetd-la sobre um plano



Métrica e curvatura de superficies

)

::-?I_'.ERO CURVATURE POSITIVE CURVATURE NEGATIVE CURVATURE

FIgU I€:. Superficies de curvatura nula, positiva e negativa.



Métrica e curvatura de superficies

FIgU €. Obra de Escher, representando a projecdo de uma superficie de curvatura negativa constante sobre um
plano.



A métrica de Minkowski

» Teoria da Relatividade Restrita: métrica de Minkowski,
ds® = c2dt? — (dx* + dy? + dz?)

separacdo entre dois eventos (pontos no espago-tempo, ET)
proximos

Tick #2

Tick #1

mm1 Trajectary of a stons through space. The stome wears a wristwatch that emits tro
a5 1 tioks Sequentially at #1400 #2, 3D Inomentsl BStance 45 APt ABLHME Separstion
dk a5 measwed in this frame
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A métrica de Robertson-Walker (MRW)

» TRG: distribuicdo arbitraria de matéria pode levar a um
espaco de curvatura arbitrdria

» PC: o espaco deve ter curvatura constante

» nesse caso temos a métrica de Robertson-Walker:

do?
1— ko2

ds? = ?dt? — R(t)? + 02(d6? + sin® 0d¢?)
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A métrica de Robertson-Walker

» MRW:

do 2

oz tO 2(d6? + sin «9d¢2)]

ds? = ?dt? — R(t)? [

t: tempo

R(t): fator de escala

0,0, ¢: coordenadas comdveis

k: “sinal da curvatura” (-1, 0, +1)

» R(t) determina como a distancia entre 2 observadores
comdveis varia com o tempo

v vy VvYy

» observadores comdveis: em repouso em um sistema de
coordenadas comdveis
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A métrica de Robertson-Walker
£

=
JE==x

FIgU Ie. Coordenadas coméveis.
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A métrica de Robertson-Walker

» tempo préprio 7: ds = cdT
» observador comével:
do=df =dp=0— ds = cdt — dt =dr
o tempo t é o tempo préprio dos observadores coméveis

A time

T,
)
-

distance
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A métrica de Robertson-Walker

» TRG: as trajetdrias das particulas livres s3o geodésicas no ET

» Geodésicas: linhas de comprimento minimo (ou maximo)
entre 2 eventos no ET

> a luz segue “geodésicas nulas’, ds®> = 0, enquanto que
particulas com massa seguem trajetérias time-like: ds® > 0
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O desvio espectral

» desvio espectral observado no espectro das galaxias:
uma medida direta da expansdo do universo

Xo—Ae 1

Xe  a(t)

z




O desvio espectral

» coordenadas comdveis:
» observador O: na origem - (0¢, 0, %c) = (0,0,0)
» galdxia G: (0¢,0¢,%¢) = (0¢,0,0)
> ty: o observador recebe um féton que foi emitido por G no
tempo t
> to + Aty: o observador recebe um outro féton que foi emitido
por G no tempo t + At

t Linha de mundo
e da nossa galaxia
-

Linha de mundo
I dagalaxia G
'

o G

FIng Fe: Linhas de mundo delf?ons emitidos por uma galdxia G.



O desvio espectral

» como a luz viaja por geodésicas nulas (ds?> = 0):

c dt B do
R(t) /1 — ko2

e, portanto,

L A==/ 7

» para o segundo féton emitido em t + At e recebido em

to + Aty:
oG to+Atg
/o Vv1-— V1= ko? /

o ot totAto oy
/t R(t)_/r+m R(t)

18

» logo,



O desvio espectral

» vamos supor que At e Aty sdo muito menores que t e ty:

At - Aty

R(t) — R(t)

» vamos associar a At e Aty o periodo da radiacao emitida e
recebida

» os comprimentos de onda correspondentes s3o
e = At e \g = cAty

» Ent3o,
)\0 _ R(l’o) . Ro

Xe R(t) R a(t)
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O desvio espectral

» temos
)\o _ R(to) Ro

Xe R R ap)

» desvio espectral:

>\0_>\e
z = "
» portanto,
R 1
a(z) = R 11z
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O desvio espectral

> relacdo entre desvio espectral e fator de escala:

1+z= 1
a
» z depende apenas da razio entre os fatores de escala quando
a luz foi emitida e quando foi recebida e, portanto, é uma
medida de quanto o universo se expandiu desde que a luz foi
emitida
Ex.. z=1-— a=1/2 - as escalas no universo eram metade
do que sao hoje
> universo em expansdo: R(ty) > R(t) (oua<1l) — z>0e
Ao > Ae — a radiacdo sofre redshift
Hoje (a=1): z=0
Big-Bang (a =0): z =00
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Equagdes de Friedmann - Lemaitre (EFL)

» as equacdes de evolugdo do fator de escala que derivamos na
cosmologia newtoniana s3o, na forma, parecidas com a que se
obtém das equacdes de campo da TRG, com a MRW

» tensor de energia-momentum: depende da distribuicao de
matéria e energia (densidade e pressdo p(t) e p(t))

(note que na TRG p contribui para a energia!)
» as equacdes de evolucdo do fator de escala na cosmologia

relativistica para universos que obedecem o PC s3o as
Equagdes de Friedmann - Lemaftre
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Equacdes de Friedmann - Lemaitre

» Equagdes de Friedmann - Lemaitre (EFL):

3)*_8nG K

a) ~ 3P 2

a 4G 3p

a—‘3<P+cz)
K =k/R3

» dessas equacgdes vem que:
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Exercicios

1. Compare as equa¢bes de Friedmann - Lemafitre com as da
cosmologia newtoniana. Entenda a raz3do das diferencas.

2. Mostre que, com a constante cosmoldgica, é possivel obter-se
uma solucdo estatica para o universo: o “universo de
Einstein”. Como A se relaciona com p? Em termos de
curvatura, que tipo de universo é esse? Qual é seu “raio”?

3. Um quasar em z = 1 varia com uma escala de tempo
observada de 1 ano. Qual é a escala de tempo de variabilidade
no referencial do quasar? Esse resultado depende do modelo
cosmoldgico?

4. Mostre que
p d

T

—(pa’) = (a°)

dt
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