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aula de hoje:

1. 0 método da maxima verossimilhanga

2. modelos lineares e nao-lineares

3. testes de hipoteses i \‘

T T T T
4 2 0 2 4

4. comparacéao de distribuicoes

That is the curse of statistics, that it can never prove things, only disprove them!

Numerical Recipes- Press, Teukolsky, Vetterling & Flannery

2/21



0 método da maxima verossimilhanga

® R. A. Fisher (1912): método da maxima
verossimilhanga (MV)

e dado um conjunto de dados, D, queremos ajustar
um modelo M que depende de um certo nimero
de parémetros ajustaveis, w

® ajuste frequentista = inferéncia dos valores dos
parametros do modelo e de seus erros

¢ funcdo de verossimilhanga: £(w)
probabilidade dos dados P(D|w), escrita como e
funcé@o dos parametros w

® a melhor estimativa para os parametros w é a que - )
maximiza a verossimilhanga: f

dL(w)

dw

L (w)
dw?

=0,
MV

<0
MV log(m sun)
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maxima verossimilhnanga como otimizacao de funcoes

® minimizagdo € um problema de otimizagéo de
fungées

® minimos: podem ser locais ou 0 minimo global

® o minimo global, no caso geral, pode ser dificil de
se achar

fung@o com virios minimos fungo de Himmelblau
-

-

L

d

2‘
‘ﬁl

v

4 2 o
e

‘ | =i )

® algoritmo do “gradiente descendente”
proposto por Cauchy (1847) para derivar os
parédmetros orbitais de um planeta

procedimento iterativo:
os parametros se “movem” na dire¢do oposta a
do gradiente da fungao

Wit1 = Wy — YV X (W) 0<y<1)

sempre acha um minimo (local)
® ~ é chamado de taxa de aprendizado
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exemplo: modelagem de uma fung@o com erros gaussianos

® ndados D = {x;,y;, 0}, com erros o;, que e boas solugdes tém x2,;, = x*/(m —1) ~ 1
queremos modelar com uma fungéo com m X2t “x* reduzido”
parametros w: y = f(x; w)

e w: vetor de m parametros

® assumindo que as medidas sdo independentes e
0S erros gaussianos,

28

\

L e L2 | -
(w)0<i:1_[1 (Dilw) o< exp | = —x"(w)

24

onde

4 (mag/sq.arcsec)
2

n - " 2
=3 [(y, 55 }

. or
i=1 i

18

* solugdo de MV: minimizagéo do x*(w)
® 7 pode, em alguns casos, ser obtido

analiticamente ou, na maioria dos casos, o 20 ot o e
numericamente ¢ aresec)

16
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erro nos parametros de um modelo

® além de “ajustar” os parametros, precisamos ® a verossimilhanga em torno do maximo pode ser
estimar seus erros a partir da “largura” da aproximada por uma gaussiana de largura o,
verossimilhanca * no caso de varios parametros

® para um modelo com um Unico parametro, w, e w = {w1,wy, ...,wn }, £ em torno do maximo pode
expandindo £(w) em série de Taylor até segunda ser aproximada por uma gaussiana multivariada:
ordem em torno do méaximo w:

1
. dln L(w) 1l InL(w) 2 L(w) = L(Wpy) exp | — E(W — W)€ (W — wy)T| + ...
In L(w) = In L(V)+ ———— (w—)+ - — (w—w) ...
MYy 2 dw MV

C: matriz de covariancia (m x m)
® como o segundo termo se anula na vizinhanga
de w: C,‘j = E(ZU,' — 'C_U,') X E(w]- — ’('Z)j)
(w— )2

202

w

] 1 & 1n £(w)
onde = -

o2 dw?

L(w) ~ L(W) exp |:—

* erros nos parametros: o7 = Cj;
MV
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erro nos parametros de um modelo

* note que nem sempre ¢ € uma boa
forma de representar as incertezas em
um ajuste

10
1

sigmayé
‘Qémax
e quando se tem varios parametros,
elipses de erro (considerando os
parametros dois a dois) podem ser mais
informativas

¥s

° bOOtStI’apé um Je|t0 fa,.C” de eSt|mar esse B regiao de 68% de confianga conjuntade x e y
. . regiao de 95% de confianga conjunfade x ey
tipo de incerteza
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ajuste de uma reta aos dados

® suponha que temos n dados {x;,y;}, com erros ¢ ® note que muitas vezes se pode fazer mudancgas
emy; de varidveis e usar a regressao linear:

® queremos modelar os dados com uma reta:
y=f(x;a,b) =a+bx

® este problema é denominado
regressao linear ordinaria (OLS) ° fly) =a+bg(x)

® regressao: procedimentos para estimar
relagdes entre variaveis

y € uma varidvel continua ® o importante é que o modelo seja linear nos
(se y é discreta: classificagdo) parametrosaeb

® linear: em relagdo aos parametros a,b (i.e., ndo dependa de a?, ab, ...)

* y=A10" — logy = log A + bx
* y=Ax" — logy =log A + blogx

® f e gpodem ser fungdes arbitrarias!
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minimos quadrados linear geral

® modelos lineares sdo muito Uteis, pois podem
envolver fungdes arbitrarias de x

® modelo linear com m parametros ay:
y= aX(x)
k
onde Xi(x) sdo m fungdes arbitrarias de x

e exemplo: polindbmios de grau n:
Y =ap+aix +ax* + ...+ aux"

maxima verossimilhanga =
minimizagao do %
” P — X (x;) 12
XZ(a) _ Z |:]/1 Ek k k( x):|
i=1 i
solugao:

m
4 =3 laly B = Z B

k=1
Xk(xz

Z ](X )Xk(x) Z vi

C = o ': matriz de covariancia
erros dos parametros: o(1;)* = Cj;
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modelos nao-lineares

® em geral, em problemas nao-lineares, os ® 3 parametros: w = {I, 7., n}

A L 2
parametros que minimizam o x"(w) ® r.: raio efetivo - raio que contém metade da

N _ 2 luminosidade da galéxia
Xw)=>" [yl—f(x”w)] * [,: brilho superficial em .

Pt oi * 1: expoente de Sérsic

devem ser obtidos numericamente e o perfil de brilho superficial € medido em

H 2.
e exemplo: ajuste do perfil de brilho da galaxia unidades de mag/arcsec”:

NGC 4472 (M49) com a lei de Sérsic:
log I(r) = logl, — ba[(r/7e)"/" — 1]

w(r) = po — 2.5log I(r) mag/arcsec’
® logo, se uy = po — 2.5log I,

by ~ 0.868n — 0.142, para 0.5 < 1 < 16.5 pu(r) = p + 2.5bu[(r/re)"" — 1]

10/21



exemplo: perfil de brilho de NGC 4472 (M49)

M49: galéxia mais luminosa do aglomerado de Virgo 1000 simulagdes de bootstrap

Ll » ]
perfil de brilho superficial e modelo
lexre lexn rexn

(mag/sq.arcsec)
X,
\
Al
A
\
%
m m
4 ,
s
n
s @ ez e
] &0 62
\x‘
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teste de hipoteses classico

Filter: SII, X= (C1+CR)/2

e tipo de inferéncia estatistica frequentista

- ! F‘}:“"f -+ 02
* é um teste de uma afirmag&o sobre uma ou mais g v i 7 o
populagdes, inferida usualmente de uma . : ,@M LT |
estatistica da distribui¢io il i 1°
. S 4 -02
® exemplos: v
z .z g - -0.1
* esta estrela é variavel?
°® esta galaxia esta mais préxima que 5 Mpc? . - - - . i

HID(2457402.0+)

Top: Proxima Centauri differential light curve with Sl filter obtained during the PRD
2016 campaign; flares and activity features are clearly visible. The rotation period is
83 days. Bottom: Differential photometry of the C1 comparison star to check its
stability.

® esta vacina é eficiente?
® X é o pai da crianga?

® o réu é culpado?
https://reddots.space/differential-photometry-in-practice/
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teste de hipoteses classico: o que é

conceitos importantes: hipdtese nula, nivel de
significdncia, nivel de confianga, valor-p
duas hipoteses estao envolvidas:
® a hipdtese nula Hy: a hipotese que se quer
testar (a hipotese default)
® a hipdtese alternativa Ha: o que
acreditamos ser verdadeiro se a hipétese
nula é rejeitada
supde-se que se conhece a distribuicao da
estatistica de interesse
o teste da o valor-p: probabilidade de se obter um
valor tdo extremo para essa estatistica
o valor-p deve ser suficientemente pequeno para

se rejeitar Hy, menor que um certo nivel de
significancia

nivel de significancia «: probabilidade de se errar
se Hy é verdadeira
valores tipicos: 0.05, 0.01

nivel de confianga: 1 — «
valores tipicos: 95%, 99%

decisdo: se p < « rejeitamos Hy;
se p > a ndo rejeitamos Hy

se Hy é rejeitada, escolhemos Hyu

note que néo rejeitar Hy ndo implica que Hy seja
verdadeiral

em Astronomia raramente se usa «: apenas se
avalia o valor-p
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um exemplo

® temos uma teoria, onde o valor previsto para uma ® decisdo: se p < a rejeita-se Hy
certa variavel € 6, = 0; fazemos uma medida e

® no caso Hy néo é rejeitada
obtemos § = 2.2

® para rejeitar Hy, o valor p tem que ser
® Ho: 0 =06 suficientemente pequeno, menor que a!
® supomos que conhecemos a distribuigao de 6, PO N0 =002
P(0), e de sua distribuicdo cumulativa, F(6) 3
ex..P(6) ~N(p=0,0=1)

® com ¢ = 2.2 podemos rejeitar Hy?

Fo)

® vamos supor um nivel de significancia «
de 1%: a = 0.01 =

p=00139

¢ valor p: probabilidade de se obter um valor tdo | 8
extremo quanto a medida 0, dado Hy L ! i ; ]
no caso, p = 1 — F(#) = 0.0139 ’
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nivel de significancia, nivel de confianga, intervalo de confianca

nivel de significancia a:

® probabilidade de se errar quando Hy é verdadeira
® valores tipicos: 0.05, 0.01
® usado em testes de hipdtese

nivel de confianga: 1 — «

® ¢ a probabilidade de, se a medida for feita muitas vezes, se obter o valor 0
® valores tipicos: 95%, 99%
® note que « é arbitrario!

intervalo de confianga:

® se a medida for feita muitas vezes, uma fragdo 1 — « cai dentro do intervalo de confianga

intervalo de credibilidade bayesiano: da um intervalo ligado a probabilidade do valor de um parametro ou
hipétese
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testes unilaterais e bilaterais

® em inglés: testes right-sided, left-sided, two-sided ® para uma hipbtese ser rejeitada, a area, p, deve
ser pequena, menor que o nivel de significancia
® exemplo: queremos saber se escolhido!

® uma medida é maior que a média? teste
right-sided.: area a direita

naht-sided left-skded

® uma medida € menor que a média? teste
left-sided: area a esquerda

00 01 02 03 04

00 0f 02 03 04

°* uma medida é diferente da média? teste . .
two-sided: area dos dois lados

two-skled

® p: &rea sob a distribuicdo correspondente a
estatistica testada- area na parte direita,
esquerda, ou nas duas partes da
distribuicao

00 01 02 03 04
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duas distribuicoes tém a mesma meédia?

® 0 teste/estatistica depende do que se quer testar! e Student era o pseuddnimo de William Sealy
Gosset, um quimico trabalhando para a cervejaria
Guinness na Irlanda

® exemplo: duas distribuigbes tém a mesma média? o .
® ele desenvolveu a estatistica t para monitorar a

qualidade do stout!

o

® aplica-se o teste t de Student
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duas distribuicbes tém a mesma média?

® queremos verificar se a média x de N medidas é
consistente com um certo valor esperado p

0.4

1 g ade = 1
gra jade =2

graus de liberdade = 1000

® para se testar a média de uma amostra em
relacdo a de uma populagao usa-se a estatistica

0.3

t: _ Eol
p= XK
O%/\/ﬁj 5
os: desvio padréo da amostra -
* a estatistica t distribui-se como uma distribuigéo t L
comv = N — 1 graus de liberdade:
—(v+1)/2 i
Pe) = ((v +1)/2] . P2 e ggtﬁmq:e,:lj)snsfi(;rrr]r;e v aumenta, P(t) se aproxima
Tl (v/2) v 9

® o valor p é calculado a partir dessa distribuicao
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comparagéo de duas distribuicdes com o y?

e testes do x? para comparacao de um histograma e comparacdo entre os modulos de distancias de
com um modelo ou entre dois histogramas estrelas de populagéo | e populagéo Il da Grande

Nuvem de Magalhaes
e estatistica x> para comparacao de dados e
mOdeIO distancia a LMC popl distancia a LMC popll

sendo N; e n; as contagens observadas e do
modelo ou

e estatistica x> para comparacao de dois conjuntos, - -
NeM

Ny 2 T T/ T
) bin (N; — M;) 182 184 186 188 182 184 186 188
=y ek - -
N; + M; i
HO: as duas populagdes tém a mesma média

binados e com 0 mesmo nimero de bins valor p = 0.092
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comparacédo de duas distribuicbes com o x?

e teste do X’ para tabelas de contingéncia de
variaveis nominais: ,] - nq
os valores sdo membros de um conjunto Z

nao-ordenado (tipos morfolégicos de galaxias; &

nomes dos estados do Brasil) onde N;; é o nimero de objetos de tipo x;
® exemplo: sera que o tipo morfolégico de com atividade nuclear y; e n; € 0 namero
uma galaxia se correlaciona com sua esperado sob Hy
atividade nuclear?
x: tipo morfolégico de uma galéaxia ® se as variaveis forem independentes, pode-se
(E, SO, Sa...); mostrar que:
y: tipo de atividade nuclear (passiva,
formacgéao estelar, Sey |, Sey Il, LINER  Ni: N
¢ y I, Sey ) = (Z]N];\EZ,N;) N=SN,

® Hy: as duas variaveis ndo estio associadas
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comparacao de duas distribuicoes com o teste KS

* teste de Kolmogorov-Smirnov (KS): il

® compara a distribuicdo cumulativa dos
dados de diferentes amostras P

group

® se aplica tanto a conjuntos de dados
binados como nao binados

v — popl
== popl

Distibuicio Cumulativa
&

® teste ndo-paramétrico: nao assume uma
forma especifica para cada distribuigao

* teste “robusto” oo L O}
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