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aula de hoje:

. comparagao bayesiana de modelos
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a estériade Mr. Ae Mr. B
as novas teorias de Mr. Ae Mr. B
as moedas de Mr. Ae Mr. B

métodos aproximados: BIC e AIC
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quando estimativas bayesianas e
frequentistas divergem?
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all models are wrong, but some are useful

George Box
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relembrando:

inferéncia de parametros w de um modelo M com dados D

verossimilhanca

posterior prior
™~ P(Dlw, M)P(ulil)
~o w, VI w|M
P(w|D, M) = P(DIM)
evidéncia

P(D|M) = / P(D|w, M)P(w|M)dw
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comparacao bayesiana de modelos

® temos dois modelos, M; e M, para os dados D

que modelo escolher? P(D|M) = /P(D|w,M)P(w|M)dw
® exemplo: Mj: reta; M,: parabola é a evidéncia
® teorema de Bayes:
Y ® escolhemos o0 modelo com a maior evidéncia
P(DIM)P(M)

P(MID) = =555

® comparagao das probabilidades de M; e M;:

P(Mi|D) _ P(D|M:) P(My)

P(M,|D) P(D|M>) P(M>) -

® se nao temos preferéncia por M; ou Mo, Eh
P(M1) = P(Mz) e

P(M1|D) — P(D‘Ml) G‘G 0‘2 G‘A 0‘6 0‘3

P(M2|D)  P(D|M2)
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comparacao bayesiana de modelos

® comparacao dos modelos A e B: ® odds das evidéncias:
fator de Bayes
P(A|D) P(D|A) P(A) -

P(B|ID)  P(DIB) P(B) g P(DA)
P(DI|B)
® odds: razéo entre a probabilidade de um evento e odds dos priores:
ocorrer e a probabilidade de ele ndo ocorrer 0dds dos priores-
. P(A)
) — _\/
odds dos posteriores I B(B)
P(A|D)

® comparagdo de modelos:
odds dos posteriores =
fator de Bayes x odds dos priores

P(B|D)
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comparacao bayesiana de modelos

® comparagao de modelos: odds dos posteriores = fator de Bayes x odds dos priores
® escala de Jeffreys (modificada por Trotta) para avaliar a diferenga entre modelos:

| 1In B| odds relativos probabilidade do | confianga na
‘ B modelo favorecido™ | diferenca
<1.0 <3:1 < 0.750 muito pouca
1a25 3al2:1 0.923 fraca
25a5.0 12a150:1 0.993 moderada
> 5.0 >150:1 > 0.993 forte

*supondo P(M;) = P(Mp) = 1/2e P(My|D) + P(My|D) =1
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a estériade Mr. Ae Mr. B

® Teorema de Bayes:

P(AID) _ P(D|A) P(A)

P(BID) ~ P(D|B) P(B)

* aestériade Mr. Ae de Mr. B note que w nAo aparece nessa expressao!
(Gull 1989; Sivia & Skilling sec. 4.1)

e Mr. A tem uma teoria, Mr. B também tem uma ® podemos incluir w na analise via marginalizagao:
teoria, mas com um parametro (w) a mais (e usando a regra do produto)

® que teoria devemos preferir com base nos
dados D? P(D|B) = /P(D,w|B)dw =

® note que a teoria de Mr. B deve ajustar melhor os

dados (por ter um parametro a mais), mas

também & mais complexa (pela mesma razao) _ /P(D|w B)P(w|B)dw
e como decidir? ’
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a estériade Mr. Ae Mr. B

e evidéncia do modelo de Mr. B: ® aproximagdo de Laplace: aproximamos a
verossimilhanga por uma gaussiana de
média wy e largura o:
P(D|B) = /P(D,w|B)dw: /P(D|w, B)P(w|B)dw

P(Dlw, B) =~ P(Dlwo, B) exp [7%}

® Mr. B adota um prior uniforme para w:

1 _ 1
P(w‘B) = {wmax_wmin ~ Aw € Wiin < W < Winax 2

0 nos outros casos g

® vamos supor que a verossimilhanc¢a tem um valor b
wo que prové o melhor ajuste as medidas
(maxima verossimilhanga)

8/26



a estériade Mr. Ae Mr. B

® evidéncia do modelo de Mr. B: ® supondo Aw >> oy,

P(D|B) :/P(D,w|B)dw:/P(Dlw,B)P(WIB)dw P(Dltwo, B)ou /27

P(D|B) =~
e prior de Mr. B : (DIB) Aw
1
P(w|B) = Aw e a razao dos posteriores entao fica:
® verossimilhanga:
(w — wy)?
P(D|w, B) ~ P(D|wy, B) exp o P(A|D)  P(A) o P(D|A) " Aw
o =
“ P(BID)  P(B)  P(Dlwo,B)  oV2n

® evidéncia

P(D|wy, B) (w — wp)? = odds dos priores x fator de bayes x

P(D[B) = Tw/exp T2 dw fator de Occam
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a estériade Mr. Ae Mr. B

® razao dos posteriores de A e B: ® 0 primeiro termo contém nossas preferéncias a
P(AID)  P(A) P(DJA) Aw priori relativas sobre as teorias (para n&o se ter
P(B|D) = P(B) x P(D|wo, B) X our/2n viés, pode ser o caso de supor que ele vale 1)

’ w

= odds dos priores x fator de bayes x

fator de Occam ® 0 segundo termo € a raz&o entre as melhores

previsdes de cada modelo para os dados
disponiveis; é de se esperar que a
verossimilhanca de B seja maior que a de A,
devido ao parametro adicional

® o terceiro termo é o fator de Occam:
penaliza o modelo B por seu parametro adicional
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a navalha de Occam

¢ a navalha de Occam (sec.XIV):

principio da simplicidade

Frustra fit per plura quod potest fieri per
pauciora

traducao livre:
€ bobagem fazer com mais o que se
pode fazer com menos

e o fator de Occam penaliza a
complexidade
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as novas teorias de Mr. Ae Mr. B

e Mr. A tem uma teoria: o parametro w € ¢ modelo probabilistico:
fixo e igual a zero ® prior de w no modelo A:
P(w|A) = 6(0)

e Mr. B tem outra teoria: o parametro w
obedece a uma distribuigdo gaussiana * prior de w no modelo B:

de média 0 e desvio padrao ¥ ,
w

1
exp | - =
, " V27E l 252
e fazemos uma medida e concluimos que
w é descrito por uma gaussiana de * verossimilhanga dos dados:
média x e variancia o
2
w —

exp [_ (w—p) 1

P(w|B) =

1
IJ(AL,(T|ZU) - V/Q;;CT 2(72

e qual teoria devemos preferir?
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as teorias de Mr. Ae Mr. B

® evidéncia de A: e fator de Bayes:

POIA) = [ P, olwPllayie = Bap = 204

~ P(DIB)

, N 2 A2
(1, olw = 0) TS exp | — 252 =1+ 52/02exp |:7 2(17 + 02/ }Z)]
® evidéncia de B:

P(D|B) = /P(,u, o [w)P(w|B)dw =

Bap depende de dois parametros: /o e A

. w—n? P ® )\ = u/o mede o parametro adicional em termos
= — — — |dw = i .
Py /exp [ 202 222] w de sigmas: A grande favorece Mr. B

1 1 [ 22 < 1 )
= ——  exp | — — |1 - ———
Vawo | fi 4 52/02 2 14 02/32 * ¥?/0 mede a importancia do prior em relagéo
onde aos dados- é um fator de Occam:
A=p/o quanto maior este termo, pior para Mr. B
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as novas teorias de Mr. Ae Mr. B

e fator de Bayes:

fator de Bayes
_ P(DIA)
AB = PODIB) e
w A=t
22
=4/1+3%2/02exp | — —————
201+ 0%/3%) < 322

quanto maior B4, mais A é favorecido

B_AB
3
1

® )\ = u/o mede o parametro adicional em termos
de sigmas: \ grande favorece B

® o/ mede a importéancia dos dados em relagéo . . ‘ ‘ ‘ .
ao prior: quanto maior melhor para B 0 2 4 5 8 10
z=ulz 14/26



as moedasde Mr. Ae Mr. B

® exemplo da wikipedia: ® modelo A:

https://en.wikipedia.org/wiki/Bayes_factor#Example N L n
P(D|A) = Binomial(n, x,w = 0.5) = ( )w*(l —w)" = ( )o.s"
X X

® jogamos uma moeda n =200 vezes e obtemos e modelo B:
x =115 caras
P(D|B) = /P(D,wlB)dw = /P(D\w, B)P(w|B)dw —

® modelo A: probabilidade de sair cara: w = 0. n n
P w 5 /01 ( )w"(l—w)”f"dwz (X>Beta(x+1,n—x+1)
® modelo B: probabilidade de sair cara: fungéo beta:
w é livre, com prior uniforme entre 0 e 1 Beta(ar, ) = T'(a)T(B)
(P(w|B) =1) T T(a+ B
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as moedasde Mr. Ae Mr. B

® jogamos uma moeda n =200 vezes e obtemos
x =115 caras

® vamos supor que os dois modelos tém a mesma

e modelo A: probabilidade a priori: P(A) = P(B)
* |ogo,
P(A|D) (105" 0.00595
. Bag = = = ~ 1.197
® modelo B: P(B|D) (:)Beta(x Tln—x+41) 0.00497

n o0 modelo A é ligeiramente melhor, mas ndo da
P(D|B) = <x>Beta(x+1,n —x+1) pura decidir. 9
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métodos aproximados: BIC

® a evidéncia é dificil de calcular- envolve BIC: Bayesian Information Criterion:
integracdo no espago de parametros: , .
® para um modelo com maxima
P(D|M) = /p(D|w7M)p(w|M)dw verossimilhanga L, k parametros
livres e n observagbes (dados):
e é comum usar-se aproximagoes: R
e BIC: Bayesian Information Criterion BIC =1In(n) x k —2InL
® AIC: Akaike Information Criterion
® 0o primeiro termo penaliza a complexidade
do modelo (nUmero de parametros) e o segundo
a qualidade do ajuste:
modelos com menor BIC devem ser preferidos
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métodos aproximados: AlIC

® AIC: Akaike Information Criterion ® selegdo de modelos polinomiais

® baseado em teoria da informacao: se dois
modelos A e B descrevem os mesmos
dados, o AIC mede a diferenca de
informacéo entre eles

® para um modelo com maxima
verossimilhanca L e k parametros livres:

AIC =2k —2InL

® modelos com menor AIC devem ser
preferidos | grau | log(E) | BIC | AIC | CV |

1 7.45 | -38.03 | -40.02 | 0.137

2 7.09 | -36.90 | -39.88 | 0.120

3 7.09 | -34.37 | -38.35 | 0.254
sel M1 M1 M1 M2

® compare AIC com BIC:

BIC = In(n) x k —2InL

paran > 8, klnn > 2k
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comparacao de modelos: as moedas de Mr. A e Mr. B

e critérios: ® as moedas de Mr. A e Mr. B:
AIC =2k —2InL © Bus=1197 — A
BIC = In(N)k — 2InL (A ligeiramente melhor que B, mas néo

da para decidir)
® AIC4p =53.905— B
® BIC4p = 50.606 — B
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

a estimativa dos parametros frequentista € uma ® com priores uniformes, @ é a moda do
estimativa de ponto: posterior P(w|D)
@ = valorde w que maximiza L(w) e com priores informativos a moda se desloca

na abordagem bayesiana obtém-se distribuicbes
de probabilidades para w:

Posterior with Uniform Prior Posterior with Gaussian Prior
P(w|D) x P(D|w)P(w) for ¥ ' 200

1.75| — Posterior (wnitorm prior)

em muitos casos 0 maximo do posterior (MAP) é
idéntico a estimativa de MV
em outros casos nao; por exemplo:
® quando se usa priores informativos
® no trato de hiperparametros ou
“nuisance parameters”

§075 2=
v /N
o/

0.00 ~—
30 35 40 45 50 55 60 65 70 30 35 40 45 50 55 60 65 7.0
" u
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® em muitos casos 0 maximo do posterior (MAP) é
idéntico a estimativa de MV
® em outros casos nao; por exemplo no trato de

hiperparametros ou “nuisance parameters”
parametros que ndo interessam

exemplo: um jogo de bilhar bayesiano
baseado no trabalho de 1763 de Bayes
ver http:/jakevdp.github.io/blog/2014/06/06/frequentism-and-bayesianism-

2-when-results-differ/

Carol joga bolas, de costas e sem viés, numa
mesa de bilhar que tem uma marca: se elas caem
de um lado da marca, Alice ganha um ponto, se
caem do outro, Bob ganha um ponto; ganha o
jogo quem primeiro fizer 6 pontos

num certo jogo, apos 8 bolas, Alice tem 5 pontos
e Bob tem 3

qual é a probabilidade de Bob ganhar o jogo?
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® apos 8 bolas, Alice tem 5 pontos e Bob tem 3
® abordagem frequentista:
® a probabilidade p da bola cair do lado
da Alice ép =5/8
® a probabilidade p da bola cair do lado
deBobél—p
® para Bob ganhar o jogo, ele tem que
marcar 3 pontos seguidos
® probabilidade disso:

Ppeg = (1 —p)® = 0.0527
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® abordagem Bayesiana: ® podemos incluir e “sumir” com p via
. . ~ p
marginalizagao:

® seja B o evento “Bob ganha”
® dados: D = {na,ng} = {5,3}

* p: probabilidade (desconhecida) que a - /p(B|p,D)p(p7 D)dp =
bola caia na area de Alice

P(BID) = / P(B, p|D)dp =

P(D|p)P
* queremos P(B|D) = [ P(Blp, D)Mdp =
P(D)
® note que o valor de p n&o interessal [ P(Blp, D)P(D|p)P(p)dp
ele € um nuisance parameter - [ P(DIp)P(p)dp
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

abordagem Bayesiana:
® marginalizagéo:

_ [ P(B|p,D)P(DI|p)P(p)dp
PEID) = = b Dlp)P(p)ip

® para ganhar a partida, Bob tem que ganhar
3 jogadas seguidas:

P(B|p,D) = P(Blp) = (1~ p)’
® vamos supor P(p) uniforme entre 0 e 1

® verossimilhanga: distribui¢do binomial
P(D|p) o< p°(1 —p)’

logo,

(1—p)pd
P(BID) = f"l( p)pdp
Jo 1= p)3podp
a funcao beta é:

! 1 1
Blnm) = [ =py

logo,

B6+1,5+1)

POT 50T ) L 0.091
BB+1,5+1)

P(B|D) =

compare com MV: Py, = 0.053!
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problemas com os metodos bayesianos

métodos bayesianos oferecem um procedimento légico para lidar com as
incertezas em quantidades desconhecidas, mas:

® os resultados sdo sensiveis a escolha do prior
® existe uma certa subjetividade na escolha do prior
® abordagem computacionalmente intensiva: MCMC

® maldicdo da dimensionalidade: conforme a dimensao do espago de dados aumenta, os dados ficam mais
distantes, mais esparsos e a complexidade computacional cresce exponencialmente

note que nem a inferéncia bayesiana nem a frequentista protege automaticamente
contra erros na escolha de modelos!
ex.: assumir erros gaussianos quando nao sao
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