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modelagem dos dados

o teorema de Bayes e a analise de dados
a verossimilhanga

priores

inferéncia de parametros

exemplos

inferéncia sequencial ou conjunta?
As questbes mais importantes da vida sdo, na maior parte,

modelos gerativos apenas problemas de probabilidades.

. . . Pierre Simon de Laplace
ABC: approximate bayesian computation
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0 que sdo modelos

® representagdo matematica ou estatistica de um ® um modelo tipicamente consiste de varios
sistema/processo/fenémeno elementos:

® descreve propriedades dos dados e relagées * dados/observagées: representam a
entre variaveis informagdo que o modelo tenta explicar ou
ex.. modeloM: y=a+bx predizer
— X y.varlavels, ® pardmetros: quantidades fixas que definem
— a,b: parametros; 0 comportamento de um modelo
— D = {xi,y:}: dados — eles determinam as relagées entre as

variaveis

modelo: y=1+2x

® variaveis latentes (ocultas): variaveis nao
observadas usadas pelo modelo para
explicar estruturas nos dados
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0 que sdo modelos

¢ todos os modelos tém suposigoes ® modelos servem para muitas coisas:

(implicitas ou explicitas) como ® predicdo: permitem prever valores

vinculos fisicos: ex.: massas tém que ser
positivas

hipéteses estatisticas: ex.: erros gaussianos
hip6teses simplificadoras: ex.: relagéo linear
essas suposigdes tornam o modelo tratavel
e interpretavel mas, ao mesmo tempo,
podem limitar sua validade

importante: modelos sdo simplificagées
eles nao pretendem descrever completamente a
realidade, mas capturar aspectos importantes

All models are wrong, but some are useful.
— George Box

desconhecidos a partir de dados
observados

generalizagédo: podem, a partir de dados
observados, ser aplicados em novos casos
— dois tipos: interpolagao e extrapolagao
— a habilidade de generalizar esta na
base do aprendizado de maquina

testes de hip6teses: modelos permitem
comparar explicagbes alternativas para os
dados

compressdo de dados: modelos permitem
resumir grandes conjuntos de dados com
um pequeno numero de parametros
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o teorema de Bayes

o teorema de Bayes
* Bayes,~1740/1763; Laplace, 1774

® da regra do produto vem que:
P(x,y) = P(xly) x P(y) P(y,x) = P(ylx) x P(x)

e como P(x,y) = P(y, x), temos o
teorema de Bayes:
P(y|x) x P(x
Pely) = P P)(y) (x)

o teorema de Bayes relaciona P(x|y) com P(y|x)
probabilidade inversa
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o teorema de Bayes e a analise de dados

¢ a) inferéncia dos parametros de um modelo: * b) comparacao de modelos:

® temos dois modelos, M; e M,, para 0s

® temos um conjunto de dados D que dados D; qual modelo escolher?

queremos explicar com um modelo M que
tem um conjunto de parametros w

® exemplo: M; : reta, M, : parabola
® objetivo: determinar a distribuicdo de

probabilidades de w ® teorema de Bayes:
e exemplo: D = {x1,y1,X2,Y2, -, Xn, Yn } P(D|M)P(M
M:y=a+bx+e, w={a,b} P(M‘D):%E)))()

* teorema de Bayes: e comparacdo de M; e M:

P(D|w, M)P(w|M) P(M;|D) _ P(D|My) P(M)
P@ID.M) = == Bim) B(Ma\D) — P(DIMa) P(M)

escolhemos o modelo mais provavel
P(DIM) = /P(D|w,M)P(w|M)dw
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o teorema de Bayes e a analise de dados

® cada termo tem um nome:
® P(w|D,M): o posterior: a distribuicdo de
probabilidades a posteriori de w

* P(D|w,M): a verossimilhanga (l/ikelihood):
a probabilidade dos dados com um modelo

M e parametros verossimilhanca

posterior prior
aqui P é a probabilidade dos dados, nao A a
uma funcao dos parametros! P(w|D, M) = P(D\q;;.(%)j\l}udl\l)
® P(w|M): o prior de w, a probabilidade a /
priori dos valores dos parametros; o que se denci
eviaencia

sabe ou se assume de w,
independentemente dos dados

® P(D|M): a evidéncia dos dados
(ou distribuicdo marginal dos dados)
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a verossimilhanca

® a verossimilhanca é a probabilidade dos dados, ® se SUpomMOoSs que 0S erros sao gaussianos
dado um modelo M com parametros w: com desvio padrdo o, a verossimilhanga de
P(D|w, M) um certo dado D; = (x;,y;) é
, _ (i—a—bx)?
e ex.: modelo linear com erros gaussianos nas P(Difw, M) o< exp | i
medidas ® se as medidas sdo independentes
* temos um conjunto de dados P(Dlw, M) = [T, P(Dilw, M) e
D = {(x1,11), ...(xu, yn) } que queremos W (a2
modelar com um modelo M com parametros P(Dlw, M) o exp [- X %] =
w COMO: —exp (— X)

y=a+bx+eondew={a,b}e
€ representa o erro estatistico

8/27



a verossimilhanca

® modelo binomial: ® modelo poissoniano:
joga-se uma moeda N vezes e obtém-se n caras; suponha que em uma certa regido do céu
se a probabilidade de sair caraé w (0 < w < 1), detectamos n estrelas quando o esperado era N

temos a verossimilhanca binomial: * podemos entdo assumir que a verossimilhanga
N— ~ , —N
P(n|N,w) o w"(1 —w)™ " dessa observagéo é P(n|N) = ¥¢

Distribuicéo de Poisson (N =5)

distribuigao binomial (N,p)=(10,0.2)

P(OWN)
015 020 025 030
PinIN-5)

010

000 005
00
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que prior escolher?

e prior: distribuigdo de probabilidades cujo papel é
levar em conta a informagao a priori sobre os
parametros do modelo

e Bernoulli (1713):

principio da razdo insuficiente

® se temos um conjunto de possibilidades
mutuamente exclusivas e ndo temos
nenhuma razdo para achar que uma é mais
provavel que outra, entdo devemos atribuir a
mesma probabilidade a todas

® exemplo: probabilidade a priori de cada face
de um dado néo-viesado: 1/6

em muitos casos usam-se priores
ndo-informativos

introduzem o minimo possivel de informagéo
adicional sobre o parametro

priores ndo-informativos para parametros de
localizagao (ex.: média de uma gaussiana):
P(w) o cte

prior uniforme (dentro do intervalo de interesse)

nesse caso, o valor mais provavel do posterior
(MAP, maximum a posteriori) com prior uniforme é
igual a solugdo de maxima verossimilhanca

outra opgao de prior ndo-informativo:
gaussiana muito larga
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que prior escolher?

® priores ndo-informativos para parametros de ® priores conjugados: quando o posteriortem a
escala (ex.: dispersdo o de uma gaussiana): mesma forma funcional que o prior
P(o) x 1 o ; 4 ; ;
p uma gaussiana é o prior conjugado de uma
prior de Jeffreys: linear em log o verossimilhanca gaussiana
® a distribuicdo beta é o prior conjugado da
® 0s parametros que aparecem nos priores sdo verossimilhanga binomial

chamados hiperpardmetros, para distinguir dos
parémetros do modelo

ex.: P(w) uniforme paraa < w < b

a e b sao hiperparametros

® adistribugdo gama é o prior conjugado da
verossimilhanga poissoniana

® em geral o prior ndo deve dominar o resultado
® priores podem ser proprios (normalizados) ou se isso acontece € porque os dados sdo pouco
impréprios (ndo normalizados) informativos ou o prior € muito informativo!
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que prior escolher?

® quando usar um prior informativo? ® priores informativos comuns:
® gaussiana:
® quando conhecimento prévio existir: ex.: parametros fisicos com valores
ex.: parametros cosmoldgicos obtidos aproximadamente conhecidos
previamente ® distribuigéo beta (0 < w < 1):

ex.: experiéncias anteriores sugerem que a
probabilidade de sucesso em um problema
binomial é 0.7 — w ~ Beta(7,3)

® distribuicdo gama:

® quando vincuos fisicos existem: usada em taxas e processos poissonianos
ex.: massas devem ser positivas e distribuigdo log-normal:

para parametros positivos que podem variar

por muitas ordens de magnitude, como a

massa das galaxias

® quando os dados sao limitados:
priores estabilizam a inferéncia limitando
resultados improvaveis

® regularizacdo de modelos complexos:
ajudam a evitar overfitting
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o teorema de Bayes e a inferéncia de parametros

® dados D, modelo M, parametros w

* teorema de Bayes:

P(D|w, M)P(w|M)

P(w|D,M) = )

® estimativa bayesiana dos parametros:
P(w|D, M) x P(D|w,M)P(w|M),

ndo depende da evidéncia, ja que ela nao
depende de w

M:y=1+2x+eps

0.5% 5% 25% 75%,35%,99.5%
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por que usar o teorema de Bayes?

® permite uma abordagem légica e totalmente

probabilistica da andlise de dados
D|w, M)P(w|M)

B(
¢ oferece maior flexibilidade na construgdo de P(w|D,M) =

modelos
ex.: 0 método da maxima verossimilhangca pode
ser considerado um “caso particular”

P(D|M)

® pode-se incluir informagdes adicionais de muitas
fontes, como outros dados ou opinides de
especialistas

e quantifica a incerteza nos parametros e nas
predicdes: intervalos de credibilidade
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exemplo 1: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

uniforme

temos uma Unica observagao, x1, que queremos
modelar como uma gaussiana de média
desconhecida e desvio padrao o conhecido:

queremos determinar (a distribuigao de) i

dados: {x1}
a verossimilhanga é N(u,0):

1 (x1 — p)?
V2o xp |: 20’2 ]

vamos supor um prior uniforme para y:

P(xl |/1/7 U) =

P(u) = cte

® nesse caso, o posterior de y € proporcional
a verossimilhanca:

P(ufx1,0) o< Pl 0)P(u)  P(xi|ps, o)
ou

(x1— M)z]

P(ln, o) o< exp [ =

e isto é, o posterior também é gaussiano,
P(M‘X1, U) ~ N(x17 0)7
com média x; e desvio padrao o
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exemplo 2: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

uniforme

mesmo modelo, mas agora temos n observagdes que obedecem a uma gaussiana de média p

desconhecida e desvio padrao ¢ conhecido

D = {x1,x2,...Xn}

prior de p uniforme

verossimilhanga de um dado: P(x;|u, o) ~ N(p, o)
verossimilhanga da amostra (supondo dados independentes):

P(Dlu, o) =TTy Pl o) o Ty exp | = 5k (6 — )] o< exp [ = 5 S0 (6 —

noteque L (xi—p)’ =" (xi—X)+n(x—p)? onde x=13Tx

u)z]

logo, o posterior de y fica:  P(u|D, o) o P(D|u, o) x exp [ - M] ~ N(&, 0 /y/)

(note a v/n aparecendo...)
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exemplo 3: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

gaussiano

temos uma Unica observagao, x1, que queremos modelar como uma gaussiana de média i desconhecida e
desvio padréo o conhecido: queremos determinar p

a verossimilhanga é N(u, o)
vamos supor para p um prior gaussiano de média po e desvio padrdo 7y, P(u) ~ N(uo,70)

posterior de u:  P(u|x1,0) o< P(x1|p, o)P(p) o< exp [— Gop? M} o exp [— M} ~ N(p,71)

202 2T0 27%
0 posterior também é gaussiano com
B4
2T 1_1 1
Mm=73_T 227 2
>+ = T To o

7o
note que se 1y >> o, a influéncia do prior é desprezivel

se 1y << o, 0 prior € muito informativo
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exemplo 4: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

gaussiano

e agora temos n observagdes: D = {x1,x2,...Xx}

® modelo: gaussiana de média p desconhecida e desvio padréo o conhecido: P(x;, o|u) ~ N(u, o)
e priorde u: P(u) ~ N(po,70)

® verossimilhanga dos dados (supostos independentes):

P(DIpe) =TTy P, o) o Ty exp | — ok (i — o] oxexp [ = b iy (o — )]
e posteriorde u:  P(u|D, o) ~ N(pn, ™), onde

+

O“N‘g
N‘ =

n
o
n_

oﬂN‘ =

v 1 n
fn = +x e X=,30x

4=

+

SH
e

o

® para n grande o efeito do prior fica desprezivel!
® 0 prior ndo deve dominar o resultado, a menos que seja relevante!
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exemplo 5: regressao linear bayesiana

® temos um conjunto de dados ® verossimilhanga da amostra:
D ={xiy}, i= 1’;"” independentes e com a P(Dla,b, o) = m exp [ 3, Wiyl yc(Y)) }
mesma variancia o

® modelo: y; = a + bx; + ¢, ® vamos supor priores uniformes paraa e b
com erros gaussianos: ¢; ~ N(0, o?) e o prior de Jeffreys para o:

® parédmetros: w = {a,b,0}

® objetivo: determinar as distribuicdes de P(a,b,0) 1

probabilidades de a, b, o o?

® teorema de Bayes:

P(ll,b, U|D) X P(D‘m b7 O')P(ﬂ, b7 0) ’ lp)?:tZrIO(D) —(n+2) [ Z (Wi—ye(x))” yC(x,)) ]
® verossimilhanga de uma medida: D IIF) g xp
. _ _1 Yi—ye(xi))
P(Dila,b,0) = L exp [f T}

® este posterior pode ser amostrado por MCMC e
onde  y.(x;) =a+ bx; os parametros estimados das cadeias simuladas
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exemplo 5: regressao linear bayesiana

assivici aea asvicioge aruicio gesma
M:y=1+2x+eps 1 g :
g . g
— R o I
ajuste bayesiano §J § g
& . . 2l
B £ H
w - =
= 3
79 Cadeia de valores de a a2 b
W
MV.  a=07266 b=2.0885 sigma=04504
@ bayes:a=07160 b=2.0883 sigma=0.3820
T T T T
1 2 3 4
x
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intervalos de confianca e intervalos de credibilidade

note a difere nca: intervalo de confianca fregauenlista

média das medidas = 1.83 | IC: [1.582, 2.459]

. , . H
¢ intervalos de confianca: um ICo de 95% & um e
intervalo aleatério gerado por um procedimento £
. . . E
que, por amostragens sucessivas, inclui o %
“parametro verdadeiro” 95% das vezes — .
1.0 15 20 25 3.0
W
e intervalos de credibilidade: um ICr de 95% é um o )
intervalo fixo obtido do posterior, tal que a e T e g PaYo5ias
probabilidade do posterior nesse intervalo € de - l [ Bostalor
95% § E : g::gr:%ro verdadeiro
g .
£ S e
& " T T T T T T T
05 1.0 15 20 25 3.0 35 4.0

21/27



inferéncia sequencial ou conjunta? (bayesian update)

® podemos estimar w via uma analise conjunta de ® |ogo,

todos os dados D = {x1,x2, ... }:
P(w|D) x P(D]w)P(w) P(w|x1,x2) o< P(x1|w)P(x2|w)P(w)

® ou sequencialmente, usando um dado de cada o P(xz|w)P(w]|x1)
vez:
® chega um dado x;:

P(w|x1) o< P(x1|w)P(w)
® chega um dado x»:

® se chega um dado x3, analogamente,
teremos:

P(wl|x1,x2,x3) o< P(xs|w)P(w|x1, x2)
P(wlx1, x2) oc P(x1, x2|w)P(w) * note que, no caso sequencial, o prior dos

se os dados s&o independentes: pardmetros é o posterior da estimativa de w
P(x1, x2|w) = P(x1|w)P(x2|w) com os dados anteriores
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inferéncia sequencial ou conjunta? (bayesian update)

exemplo:

® sequéncia de eventos de “sucesso” ou “falha”

e w: probabilidade de “sucesso” -

e verossimilhanga: probabilidade de n “sucessos”

Binomial model - Data: 66 successes, 34 failures

em N tentativas :

P(n|N,w) = (IZ ) w" (1 —w)N™"

-84

distribuicao binomial

e figura com prior uniforme para w em [0, 1]
https://www.sumsar.net/blog/2018/12/visualizing-the-beta-binomial/

-89

B rooc [ success Faiure

>

025 050
Underlying proportion of success
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modelos gerativos

modelos gerativos:
inferéncia baseada em simulacdes dos dados

simulamos parametros a partir de um prior, P(w),
usamos esses parametros para simular “dados”, e
usamos os dados simulados para estimar o posterior dos parametros

porqué? ha situagdes onde a verossimilhanga ¢ intratavel

modelos gerativos

Simulagéo de dados a partir do prior dos pardmetros e do modelo
parametros

P(W) e  Modelo gerativo = o X n}

exemplo: estimativa de pardmetros cosmolégicos comparando
observacdes e simulagdes da distribuicdo de galaxias

como proceder:

ao invés de se comparar diretamente observagdes e modelos , pode-se
comparar estatisticas que “resumem” propriedades importantes dos dados
tanto nas observagdes quanto nas simulacdes

exemplos: distancia média entre galéxias, variancia do nimero de galaxias
em esferas de raio 8 Mpc, ...
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analise de dados bayesiana como processo gerativo

A

® um modelo gerativo tem, em geral, duas partes:
® modelagem direta: (forward model): amostra
priores de parametros para simular dados
® inferéncia baseada em simulacdes

inference

(simulated-based inference): inferéncia dos
paré@metros de um modelo comparando
dados observados e simulados
* Approximate Bayesian Computation (ABC) © 9 Datasimulation
® substitui o calculo da verossimilhanca pela ‘

!

simulagéo de um modelo que produz dados
artificiais

® usa-se alguma métrica pra comparar dados
simulados e observados
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ABC: Approximate Bayesian Computation

Posterior Distribution of w using ABC: 100000 simulaticns

exemplo: estimativa do parametro w de uma
distribuicao binomial

® dados: n,s sucessos em N, tentativas

® ABC estima a distribuicdo posterior de w por:

Density

® amostra w com um prior uniforme em [0,1]

® simula dados sintéticos:
ns ~ Binomial(Nops, w)

® meétrica: aceita w se n; = nyps

080 085

75 080

e exemplo: Ny = 200, ngs = 145 W Piiess Protisbifl
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leituras e videos Uteis

e Data Analysis: a Bayesian Tutorial, Sivia & Skilling, 2006
® Bayesian Data Analysis, Gelman, Carlin, Stern, Dunson, Vehtari e Rubin, 3rd. edition, 2014
® The theory that would not die, Sharon Bertsch Mcgrayne (n&o técnico)

e www.sumsar.net: blog by Rasmus Baath
https://www.sumsar.net/blog/2017/02/introduction-to-bayesian-data-analysis-part-one/
https://www.sumsar.net/blog/2017/02/introduction-to-bayesian-data-analysis-part-two/
https://www.youtube.com/watch?v=Ile-6H_r7I5A (part three)
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