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intro probabilidades exemplos

aula de hoje:

1. o que são probabilidades

2. probabilidades condicionais e conjuntas

3. as regras fundamentais das
probabilidades e o teorema de Bayes

4. aplicações simples do teorema de Bayes

A teoria das probabilidades é o senso comum reduzido ao cálculo

Pierre-Simon Laplace
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intro probabilidades exemplos

propriedades das probabilidades
• espaço amostral Ω: conjunto de todos os resultados possíveis de uma experiência ou observação

exemplo: dado de seis faces - Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
exemplo: moeda - Ω = {cara,coroa}
exemplo: dados astrofísicos - série temporal de número de manchas solares

• amostra ou evento: um elemento do espaço amostral
• probabilidade de um evento A: P(A)

ex.: probabilidade de sair 6 quando se joga um dado
• número entre 0 e 1, inclusive
• P(A) = 0: o evento A é impossível
• P(A) = 1: o evento A é certo
• ex.: probabilidade de sair o número 3 jogando um dado é P(A : sair 3) = 1/6
• definição frequentista: P(A) é o número de vezes que A ocorre se a experiência é repetida

muitas vezes
• probabilidade de uma declaração L: P(L)

• plausibilidade de que L seja verdadeira
ex.: P(chover a noite)
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intro probabilidades exemplos

probabilidades condicionais

• probabilidades são, normalmente, condicionais, isto é, dependem ou podem depender de outras
proposições
exemplo: qual é a probabilidade de uma galáxia ser espiral se ela for vermelha? P(espiral|vermelha)?

P(A|B): lê-se probabilidade de A dado B
P(A|B) mede a probabilidade de A dado o valor da variável B
P(A|B, z,w): a probabilidade de A é condicional a tudo o que estiver à direita da barra “|”

exemplo: distribuição normal ou gaussiana

P(x|µ, σ) = 1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]
, x|µ, σ ∼ N(µ, σ)

• P(A) = P(A|H): toda probabilidade depende de hipóteses (H), implícitas ou explícitas

por exemplo: a distribuição é gaussiana; o dado é honesto
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probabilidades conjuntas

• probabilidade conjunta: P(A,B) = P(A ∩ B)
mede a probabilidade conjunta de duas variáveis, A e B
∩: intersecção de dois conjuntos

• P(A,B|C): probabilidade conjunta de A e B dado C (podemos ter coisas como P(A,B,C,D|a, b, c)...)
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as regras fundamentais das probabilidades
regras de probabilidades

1. regra do complemento
2. regra da multiplicação
3. regra da adição

1. regra do complemento
• vamos representar todos os eventos que não sejam A por Ac

• logo, P(A) + P(Ac) = 1,
ou
P(probabilidade do evento acontecer) = 1 - P(probabilidade do evento não acontecer)

ex.: jogando um dado honesto: P(não sair 3) = 1-1/6 = 5/6

  

A Ac
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intro probabilidades exemplos

as regras fundamentais das probabilidades
2. regra da multiplicação

• probabilidades condicionais podem ser escritas como

P(A|B) = P(A,B)
P(B)

P(B|A) =
P(B,A)

P(A)

e, como P(A,B) = P(B,A)
P(A,B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

• ex.: qual é a probabilidade de, tirando-se duas cartas de um baralho, sem substituição, a primeira seja um
ás e a segunda uma dama?
P(a primeira é um ás e a segunda uma dama) =
P(a primeira é um ás) × P( a segunda é uma dama|a primeira é um ás) = 4/52×4/51 = 4/663 ≃ 0.0060
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as regras fundamentais das probabilidades
3. regra da adição

• para dois eventos A e B: (∪: união)

P(A ou B) = P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

• ex: jogando-se um dado honesto, seja A: sai um número ímpar, B: sai 5 ou 6

P(A ou B) = P(impar) + P(5 ou 6)− P(5) =
3
6
+

2
6
− 1

6
=

4
6
=

2
3

isso é consistente com P(A ∪ B) = P({1, 3, 5, 6})
• se A e B são eventos mutuamente exclusivos (se um acontece o outro não):

P(A ou B) = P(A) + P(B)

• para vários eventos mutuamente exclusivos (i.e., só um deles ocorre de cada vez):

P(A1 ou A2 ou... ou Ak) =
∑

j

P(Aj)

• ex.: jogando um dado, a probabilidade de se ter 1, 2 ou 3 é P(1)+P(2)+P(3) = 3/6 = 1/2
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequências

• marginalização:

P(x) =
∫

P(x, y)dy =

∫
P(x|y)P(y)dy

ou

P(x) =
∑

k

P(x, yk) =
∑

k

P(x|yk)P(yk)

este resultado é conhecido como
lei da probabilidade total

• exemplo: marginalização de uma
gaussiana bivariada

P(x, y) =
1

2πσxσy
√

1 − ρ2
exp

{
−

1

2(1 − ρ2)

[(
x − µx

σx

)2

−2ρ

(
x − µx

σx

)(
y − µy

σy

)
+

(
y − µy

σy

)2]}

P(x) =

∫
P(x, y)dy ∼ N(µx, σx)

que é uma gaussiana
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intro probabilidades exemplos

as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequências

aplicações da regra do produto:

P(x, y) = P(x|y)× P(y)

• vamos supor que x e y são variáveis
independentes:

P(x|y) = P(x) e P(y|x) = P(y)

portanto,

P(x, y) = P(x|y)P(y) = P(x)P(y)

a probabilidade de duas variáveis independentes
é o produto das probabilidades de cada uma

ex.: joga-se um dado 3 vezes- a probabilidade de
se obter um 6 apenas na terceira jogada é
P(não 6)×P(não 6)×P(6) = 5/6×5/6×1/6 ≃ 0.116

• outra aplicação da regra do produto:
cadeias de probabilidades:

P(x, y, z) = P(x|y, z)P(y, z)

P(y, z) = P(y|z)P(z)
logo,

P(x, y, z) = P(x|y, z)P(y|z)P(z)
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequências

combinando distribuições

• muitas vezes conhecemos a distribuição de uma
variável mas queremos saber a distribuição de
uma quantidade derivada, y = f (x)
ex: temos a distribuição de magnitudes e
queremos a distribuição de fluxos

• P(x): distribuição de probabilidades de x

• P(y): distribuição de probabilidades de y

• a densidade de probabilidades é conservada,

P(x)dx = P(y)dy, logo P(y) =

∣∣∣∣∣dx
dy

∣∣∣∣∣P(x)
(o módulo é para assegurar P ≥ 0)

• exemplo:
suponha que P(x) = exp(−x) (com x > 0)
e queremos P(y), onde y = ln x

• como x = exp(y),

P(y) = P(x)/|dy/dx| = x exp(−x)

ou
P(y) = exp(y − exp(y))

• esta técnica se torna difícil de aplicar para mais
de uma variável

• cuidado se f (x) não é monotônica!
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequências

o teorema de Bayes
(Bayes,∼1740/1763; Laplace, 1774)

• da regra do produto vem que:

P(x, y) = P(x|y)×P(y) P(y, x) = P(y|x)×P(x)

• como P(x, y) = P(y, x), temos o
teorema de Bayes:

P(x|y) = P(y|x)× P(x)
P(y)

o teorema de Bayes relaciona P(x|y) com P(y|x)
probabilidade inversa
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o teorema de Bayes: um pouco de filosofia

• lógica dedutiva: usando as leis de Newton
pode-se determinar a órbita de um planeta de
massa M a uma distância R do Sol

Modelo −→ Dados P(D|M)

• lógica indutiva: baseado em medidas (e suas
incertezas) da órbita de um planeta, estime sua
massa

• Laplace (1820): estimativa da massa de Saturno
usando diferentes observações de diferentes
observatórios

Dados −→ Modelo P(M|D)

probabilidades inversas
• o resultado de Laplace difere do valor moderno

por ∼ 0.5%!

  

M

M

D

D
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aplicações simples do teorema de Bayes: formação estelar

temos uma amostra de galáxias de vários tipos e
massas

• seja A: a galáxia tem formação estelar
B: a galáxia é massiva

• sabemos que, nessa amostra,

• P(A)=0.7

• P(B)=0.2

• também sabemos que 10% das galáxias da
amostra com formação estelar são
massivas: P(B|A)=0.1

• qual é a probabilidade da galáxia ter formação
estelar se ela for massiva? P(A|B)?

• teorema de Bayes

P(A|B) = P(B|A)× P(A)

P(B)
=

0.1 × 0.7
0.2

= 0.35

nessa amostra, a probabilidade da galáxia ter
formação estelar se ela for massiva é 35%

(SDSS)
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aplicações simples do teorema de Bayes: vida extragaláctica

em uma galáxia muito, muito distante...
• 5% de seus planetas têm água líquida e 1% tem

alguma forma de vida
• a probabilidade de vida em um planeta com água

líquida é 10%
• qual é a probabilidade de haver água líquida em

um planeta com vida?
• dados: P(água) = 0.05, P(vida) = 0.01,

P(vida|água) = 0.10

• teorema de Bayes

P(agua|vida) =
P(vida|agua)× P(agua)

P(vida)
=

=
0.10 × 0.05

0.01
= 0.5

nessa galáxia, metade dos planetas com vida têm
água líquida.
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aplicações simples do teorema de Bayes: galáxias em aglomerados
• Num levantamento de 200 galáxias, deseja-se verificar se a presença de formação estelar depende do

ambiente em que a galáxia está: se em um aglomerado ou no "campo". O evento
A indica se a galáxia está num aglomerado e o B se ela tem formação estelar. Metade das galáxias da
amostra está em cada ambiente e a fração com formação estelar nos aglomerados é 40%, contra 80% no
campo.

• Qual é a probabilidade de que uma galáxia tenha formação estelar e esteja num aglomerado, P(B,A)?
• seja: A: galáxia em aglomerado, Ac: galáxia no campo, B: galáxia com formação estelar,

Bc: galáxia quiescente (sem formação estelar)
• temos que

P(A) = P(Ac) = 1/2
P(B|A) = 0.4
P(B|Ac) = 0.8

• logo,
P(B,A) = P(B|A)P(A) = 0.4 × 0.5 = 0.2

• Qual é a probabilidade de se ter uma galáxia com formação estelar nessa amostra?
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|Ac)P(Ac) = 0.4 × 0.5 + 0.8 × 0.5 = 0.6
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aplicações simples do teorema de Bayes: classificação visual
• Nas imagens de um certo levantamento 90% dos objetos são estrelas e 10% são galáxias. Um estudante

está fazendo uma classificação visual e diz que um dado objeto é uma galáxia. O estudante costuma
acertar a classificação 80% das vezes. Qual é a probabilidade de que o objeto seja de fato uma galáxia?

• seja S: o objeto é uma estrela, G: o objeto é uma galáxia, E: o estudante diz que o objeto é uma galáxia
temos que P(S) = 0.9, P(G) = 0.1; queremos P(G|E)

• teorema de Bayes:

P(G|E) = P(E|G)P(G)

P(E)
• pela lei da probabilidade total:

P(E) = P(E|G)P(G) + P(E|S)P(S) = 0.8 × 0.1 + 0.2 × 0.9 = 0.26

• logo,

P(G|E) = 0.8 × 0.1
0.26

≃ 0.31

mesmo que o estudante seja bom na classificação, o alto valor de P(S) (o prior) faz P(G|E) ficar
relativamente pequeno
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aplicações simples do teorema de Bayes: nebulosas planetárias

• em uma certa amostra, observamos que

• 1% dos objetos são Nebulosas Planetárias
(NP)

• 90% das NP são classificadas como NP
(PV: positivos verdadeiros)

• 7% são classificados como falsos positivos
(FP)

• se um objeto é classificado como NP, qual é a
probabilidade de ele ser de fato uma NP?

• seja NP: o objeto é uma NP
NPc: o objeto não é uma NP

P(NP) = 0.01; logo P(NPc) = 0.99

• seja C: o objeto foi classificado como NP
sabemos que P(C|NP) = 0.9 e P(C|NPc) = 0.07

• queremos P(NP|C):

P(NP|C) = P(C|NP)P(NP)
P(C)

onde

P(C) = P(C|NP)P(NP) + P(C|NPc)P(NPc)

• então,

P(NP|C) = 0.9 × 0.01
0.9 × 0.01 + 0.07 × 0.99

= 0.115

a probabilidade de um objeto classificado como
NP ser de fato uma NP é 11.5%
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aplicações simples do teorema de Bayes: o artigo

• Um astrônomo pede a um colega para revisar um artigo que ele escreveu. A probabilidade do colega não
aceitar é 1/3. A probabilidade do artigo ser aceito se o colega revisar é 1/2, e 1/4 no caso contrário.

• Qual é a probabilidade do artigo ser aceito, P(A)?
• seja A: aceito, Ac: rejeitado, R: revisou, Rc: não revisou
• temos que

P(Rc) = 1/3 −→ P(R) = 2/3
P(A|R) = 1/2
P(A|Rc) = 1/4

• logo,
P(A) = P(A|R)P(R) + P(A|Rc)P(Rc) = 1/2 × 2/3 + 1/4 × 1/3 = 5/12
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aplicações simples do teorema de Bayes: o artigo

• Suponha que o artigo foi rejeitado. Qual é a probabilidade do colega não ter revisado o artigo, P(Rc|Ac)?
da página anterior:

P(Rc) = 1/3, P(R) = 2/3, P(A|R) = 1/2, P(A|Rc) = 1/4, P(A) = 5/12

• probabilidade conjunta de o colega não ter revisado e o artigo não ter sido aceito:

P(Rc,Ac) = P(Rc|Ac)P(Ac) = P(Ac|Rc)P(Rc)

P(Rc|Ac) = P(Ac|Rc)P(Rc)/P(Ac)

P(Ac) = P(Ac|R)P(R) + P(Ac|Rc)P(Rc)

• note que P(Ac|R) = 1 − P(A|R) e P(Ac|Rc) = 1 − P(A|Rc) e, portanto,

P(Rc|Ac) = P(Ac|Rc)P(Rc)/P(Ac) =
3/4 × 1/3

7/12
= 3/7 ≃ 0.43
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aplicações simples do teorema de Bayes: a moeda é honesta?
• joga-se uma moeda 7 vezes e obtém-se 7 caras; qual é a probabilidade de na oitava jogada sair coroa?
• se a moeda for honesta cada jogada é independente e tem a mesma probabilidade de sair cara ou coroa,

logo a probabilidade de sair coroa é P = 1/2
• será que a moeda é viesada?
• seja V: a moeda é viesada, H: a moeda é honesta, D: dados- 7caras em 7 jogadas
• o que sabemos: P(D|V) = 1; P(D|H) = (1/2)7 = 1/128

vamos supor P(V) = P(H) = 0.5
• usando o teorema de Bayes

P(V|D) =
P(D|V)P(V)

P(D)

P(D) = P(D|V)P(V) + P(D|H)P(H) = 1 × 0.5 + 0.5/128 = 0.504
e

P(V|D) =
1 × 0.5
0.504

= 0.992,

isto é, provavelmente a moeda é viesada
• probabilidade de C: sair coroa na 8a. jogada (usando a regra da probabilidade total):

P(C|D) = P(C|V,D)P(V|D) + P(C|H,D)P(H|D) = 0 × 0.5 + 0.5 × (1 − 0.992) = 0.004
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o problema de Monty Hall

um programa de auditório:
• você tem 3 portas na sua frente: uma

contém uma Ferrari e as duas outras um
bode em cada uma

• MH pede para você escolher uma delas:
você escolhe, por exemplo, a 1

• antes de abrir a porta que você
escolheu, MH (que sabe onde o carro
está), escolhe uma das portas com um
bode e a abre; sobra assim uma outra
porta fechada

• MH então te pergunta: quer trocar de
porta ou não quer? Você quer trocar a
porta que escolheu por esta que sobrou
ou não?

• o que é mais vantajoso fazer?
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o problema de Monty Hall

• digamos que voce escolheu a porta 1 e a Ferrari
está na 2

• MH então abre a 3, mostrando um bode
• você, sem saber onde está a Ferrari, continua

com a porta 1 ou muda para a 2?
• vamos ver com qual ação você tem maior

probabilidade de ganhar a Ferrari!
• P(ci): probabilidade a priori de que o carro esteja

atrás da porta i:
P(c1) = P(c2) = P(c3) = 1/3

• P(i): probabilidade de que MH abra a porta i
• P(ci|j): probabilidade de que o carro esteja atrás

da porta i se MH abriu a porta j
• como MH abriu a porta 3, precisamos comparar

P(c1|3) com P(c2|3)

• probabilidade de o carro estar na porta 1 dado
que MH abriu a porta 3:
P(c1|3) = P(3|c1)P(c1)/P(3)

• probabilidade de o carro estar na porta 2 dado
que MH abriu a porta 3
P(c2|3) = P(3|c2)P(c2)/P(3)

onde
P(3) = P(3|c1)P(c1) + P(3|c2)P(c2) + P(3|c3)P(c3)

• qual é maior? P(c1|3) ou P(c2|3)?
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o problema de Monty Hall

• qual é maior? P(c1|3) ou P(c2|3)?
• probabilidades relevantes:

P(c1) = P(c2) = P(c3) = 1/3

P(c1|3) = P(3|c1)P(c1)/P(3)

P(c2|3) = P(3|c2)P(c2)/P(3)

P(3) = P(3|c1)P(c1) + P(3|c2)P(c2) + P(3|c3)P(c3)

• mas
P(3|c1) = 1/2: ele tinha duas portas para abrir
P(3|c2) = 1: como o carro estava em 2, ele só
podia abrir a 3
P(3|c3) = 0: 3 tem um bode, por isso MH a abre

• logo,
P(c1|3) =
(1/2 × 1/3)/(1/2 × 1/3 + 1 × 1/3 + 0 × 1/3) = 1/3

• se trocar de porta:
P(c2|3) = P(3|c2)P(c2)/P(3) = 2/3

é vantajoso trocar!!

24 / 25



intro probabilidades exemplos

o problema de Monty Hall

• quando você escolheu uma das portas, a chance de ter um bode atrás dela era 2/3
• se você muda de porta, a chance de ter uma Ferrari atrás dela é 2/3
• logo, convém mudar de porta!
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