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aula de hoje:

• dados e probabilidades

• análise de dados exploratória
ou estatística descritiva

• simulações de bootstrap

• correlação entre duas variáveis “without data, you’re just another person with an opinion”

W. Edwards Deming
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dados e probabilidades

• variável aleatória: variável (contínua ou discreta)
cujos valores representam o resultado de um
fenômeno aleatório

• resultados de medições ou observações podem
ser tratados como variáveis aleatórias

• assumimos que uma variável aleatória representa
uma propriedade x de uma população e obedece
a uma distribuição de probabilidades P(x)

• resultados de medições ou observações podem
ser tratados como amostras de P(x)
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dados e probabilidades

dados em estatística:

• supomos que os dados são uma amostra de uma
distribuição P(x)

• vamos considerar N medidas de uma variável x:

D = {xi}, i = 1...N

• o conjunto de dados D pode então ser
considerado uma realização ou amostragem de
uma variável aleatória x, cuja população tem uma
distribuição de probabilidades P(x)
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função de distribuição de probabilidades P(x)

• P(x) pode ser uma função discreta ou contínua

• P(x) é normalizada:

∫
P(x)dx = 1

N∑
i=1

P(xi) = 1

• se x é uma variável contínua, P(x) é uma
função de densidade de probabilidades:

P(x)dx: número entre 0 e 1 que mede o grau de
plausibilidade ou frequência de que x esteja entre
x e x + dx

• se x é uma variável discreta, P(x) é uma
função de massa de probabilidades

• função de distribuição cumulativa:

C(x) =
∫ x

−∞
P(x′)dx′ (0 ≤ C ≤ 1)

• para amostras: função cumulativa empírica

distribuição cumulativa de P(x) e de uma amostra de P(x)
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a função quantil

• dada uma função de distribuição de
probabilidades P(x), com distribuição cumulativa
C(x), a função quantil Q(C) dá o valor de x tal
que a probabilidade de se ter um valor menor ou
igual a x é C

• Q(C) é a função inversa da distribuição
cumulativa C(x)

• a função quantil da gaussiana é chamada probit

• quartis- probabilidades que dividem uma
distribuição em 4 áreas iguais:
quantis q = 0.25, 0.50 (mediana), 0.75

áreas de P(x):
0 − 0.25, 0.25 − 0.5, 0.5 − 0.75, 0.75 − 1
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estatísticas

estatísticas: números que resumem certas
propriedades dos dados

• exemplos: média, desvio padrão, ...

• dependem apenas dos dados!

• esperamos que os dados possam ser descritos
por uma certa distribuição de probabilidades e
que as “estatísticas” representem propriedades
desta distribuição

• em geral, quanto mais dados, melhores as
estimativas

• uma boa estatística deve ser robusta, isto é,
resistente à presença de dados espúrios
(intrusos ou outliers)

• viés (bias): diferença entre valores medidos e
“verdadeiros”

• estatísticas podem ser justas (unbiased) ou
viesadas (biased)
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estatística descritiva ou exploratória

• objetivo: explorar os dados para determinar
propriedades da função de distribuição/massa
de probabilidades da população ou da
amostra

• se P(x) se refere a uma distribuição: estatísticas
da população

• se P(x) se refere a dados: estatísticas da amostra
• em geral consideramos estatísticas de

• posição: média, mediana, moda

• largura: variância, desvio padrão,
desvio absoluto

• forma: skewness (assimetria),
kurtosis (curtose)
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valores esperados

• conexão entre estatísticas e P(x)
• o valor esperado de uma certa função f (x) com respeito a uma distribuição de probabilidades P(x) é

E[f ] =
∫ ∞

−∞
f (x)P(x)dx E[f ] =

1
N

N∑
i

fi

• o valor esperado permite determinar propriedades e estatísticas para a distribuição de probabilidades P(x);
por exemplo, no caso de distribuições contínuas:

• média: µ =
∫∞
−∞ xP(x)dx

• mediana:
∫ xmed

−∞ P(x)dx = 1/2 =
∫∞

xmed
P(x)dx

• variância: σ2 =
∫∞
−∞(x − µ)2P(x)dx, σ: desvio padrão ou desvio quadrático médio
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estatísticas que medem posição

• a média de uma população

µ = E(x) =
∫ ∞

−∞
xP(x)dx

ou de um conjunto de medidas

x̄ =
1
N

N∑
i=1

xi

• a mediana de uma população∫ xmed

−∞
P(x)dx = 1/2 =

∫ ∞

xmed

P(x)dx

ou de um conjunto de medidas:
ordene xi do valor menor para o maior e os
renumere; então

x̄med =

{
xj j = N/2 + 0.5, para N ímpar
(xj + xj+1)/2 j = N/2, para N par

a mediana é considerada uma estatística mais
robusta que a média
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estatísticas que medem posição

• a moda
xmoda é o valor mais provável de P(x)

dP(x)
dx

∣∣∣∣∣
xmoda

= 0

ou, no caso de um conjunto de medidas, é o valor
de xi que ocorre mais frequentemente;
é a posição do pico do histograma de xi

• a moda é bem definida para distribuições
contínuas ou discretas

• a moda é mal definida para amostras de variáveis
contínuas ou discretas: o pico de um histograma
depende do número de bins
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estatísticas que medem largura

• a variância (desvio quadrático médio) de uma
população

V =

∫
(x − µ)2P(x)dx

ou de um conjunto de medidas
(s de sample, amostra):

V2
s =

1
N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2,

onde x̄ é a média das medidas

(N − 1) e não N porque x̄ também é determinado dos dados

• o desvio padrão ou desvio quadrático médio
(root mean square deviation):

σ =
√

V

ou
σs =

√
Vs
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estatísticas que medem largura

• o desvio absoluto mediano - MAD

δ =

∫
|x − xmed|P(x)dx

ou

δs =
1
N

N∑
i=1

|xi − xmed|

• pode-se obter estimativas da largura da
distribuição com a distância intraquartil
(com um fator para ficar equivalente ao desvio
padrão de uma gaussiana):

σG = 0.7413(q75 − q25)

onde q25 e q75 são os quartis de probabilidade
0.25 e 0.75 da variável x

• estas duas estatísticas são robustas
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estatísticas que medem forma

• a skewness (assimetria) de uma população

Σ =

∫ (
x − µ

σ

)3

P(x)dx

ou de um conjunto de medidas:

Σs =
1
N

N∑
i=1

(
xi − x̄
σs

)3

• a kurtosis (curtose):

K =

∫ (
x − µ

σ

)4

P(x)dx

ou

Ks =
1
N

N∑
i=1

(
xi − x̄
σs

)4

para uma distribuição normal a curtose
é igual a 3
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bootstrap: simulando dados com os próprios dados

• bootstrap: útil para estimar incertezas em
estatísticas

• técnica baseada em reamostragem dos dados
(Efron, 1979)

• suponha que tenhamos um conjunto de dados e
queremos determinar a distribuição de alguma
estatística w, determinada a partir desses dados

• exemplo: temos um conjunto de pontos (x, y) e
queremos ajustar uma reta a eles, y = a + bx

• bootstrap permite estimar as incertezas nos
parâmetros (a, b)

• ideia básica do bootstrap:

• seja D0 o conjunto de dados
• um novo conjunto de dados Di é simulado a

partir de D0 por reamostragem com
substituição

• a estatística wi é determinada a partir
desses dados simulados

• pode-se fazer isso muitas vezes e assim
obter-se muitas amostras de w

• estas amostras podem então ser usadas
para estimar as incertezas de w
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bootstrap: estimativa do erro da mediana
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correlação entre duas variáveis

• vamos considerar agora medidas de associação
entre duas variáveis

• uma variável está correlacionada ou depende da
outra?

• o conhecimento de uma variável ajuda a saber o
valor da outra?

• cuidado: correlações podem não significar que as
variáveis estejam intrinsecamente
correlacionadas ou que uma seja causa da outra

exemplo: efeitos de seleção!

a luminosidade mínima observada em uma amostra limitada em fluxo

depende da distância
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coeficiente de correlação de Pearson

• o coeficiente de correlação de Pearson mede a
força de uma correlação LINEAR

• sejam {xi} e {yi}, i = 1, ...,N duas variáveis
aleatórias

• o coeficiente de correlação de Pearson é definido
como

ρ =
σxy

σxσy
(−1 ≤ ρ ≤ 1)

onde

σ
2
x =

1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2
, σ

2
y =

1

N − 1

N∑
i=1

(yi − ȳ)2

σ
2
xy =

1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

• se ρ > 0: correlação; se ρ < 0: anticorrelação
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coeficiente de correlação de Spearman

• teste não-paramétrico: não pressupõe uma forma
para a distribuição dos dados

• coeficiente de correlação de Spearman: mede o
ordenamento relativo de duas variáveis

• suponha que se ordene os dados {xi} e {yi} tal
que {Xi} e {Yi} representem a posição dos dados
na sequência ordenada: 1 < Xi < N e 1 < Yi < N

• coeficiente de correlação de ordem de Spearman:

ρS = 1 − 6

∑N
i=1(Xi − Yi)

2

N3 − N

• Spearman é mais robusto que correlação linear:
se a correlação é detectada, provavelmente é real

• Spearman mede monotonicidade: rs é o mesmo
para a relação entre x e y e para log x e log y
(para x e y positivos)
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