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aula de hoj

1. oteorema de Bayes e a analise de dados
2. inferéncia de paradmetros

3. quando estimativas bayesianas e frequentistas
divergem?

4. modelos gerativos
As questbes mais importantes da vida sdo, na maior parte,
apenas problemas de probabilidades.

5. ABC: approximate bayesian computation Pierre Simon de Laplace
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o teorema de Bayes

® o teorema de Bayes:
® Bayes ~1740, Laplace 1774

® ;e b: variaveis aleatorias
® probabilidade conjunta de a e b, dado
um certo modelo M:
P(a,b|M) = P(alb,M) x P(b|M) =

= P(bla, M) x P(a|M)
e, portanto:

P(bla, M) x P(a|M)
P(b|M)

P(alb,M) =
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o teorema de Bayes e a analise de dados

¢ a) inferéncia dos parametros de um modelo: * b) comparacao de modelos:
) ® temos dois modelos, M; e M,, para 0s
® temos um conjunto de dados D que dados D; qual modelo escolher?
queremos explicar com um modelo M que
tem um conjunto de pardmetros w * exemplo: M : reta, M, : parabola

® objetivo: determinar w
) ® teorema de Bayes (@ —+ M, b — D):
e exemplo: D = {x1,y1,%2, Y2, -, Xu, Yn },
M:y=a+bx+e w={a,b} P(M|D) = P(D%g)l;(M)
® teorema de Bayes (a — w, b — D): e comparagéo de M, & Ms:
1 2-

P(w|D, M) = LDPIw, M)P(w|M) P(Mi[D) _ P(D|M:) P(My)

P(DIM) P(My|D) ~ P(D|M,) P(M,)

escolhemos o modelo mais provavel
P(DIM) = /P(D|w,M)P(w|M)dw
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o teorema de Bayes e a analise de dados

® cada termo tem um nome:
® P(w|D,M): o posterior: a distribuicdo de
probabilidades a posteriori de w

® P(D|w,M): a verossimilhanca (/ikelihood):
a probabilidade dos dados com um modelo

M e parametros w verossimilhanca

posterior ‘/prior
aqui P é a probabilidade dos dados, nao o ,
uma funcao dos parametros! P(w|D, M) = P(D‘Z’(g)]\]j()w']u)
® P(w|M): o prior de w, a probabilidade a /
priori dos valores dos parametros; o que se dénci
eviaencia

sabe de w independentemente dos dados

® P(D|M): a evidéncia dos dados
(ou distribuigdo marginal dos dados)
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o teorema de Bayes e a analise de dados

® c) previsao de novos dados
® podemos usar métodos bayesianos para fazer previsdes probabilisticas sobre observagdes futuras

® seja P(w|D) o posterior dos parametros baseado em dados D (e assumindo um modelo M)
® seja d um novo dado: a distribuigdo preditiva de d é

P(d|D) = / P(d, D, w)dw = / P(d|w)P(w|D)dw

® adistribuicao preditiva bayesiana considera automaticamente tanto a incerteza nas estimativas dos
parametros (P(w|D)) quanto a aleatoriedade inerente ao processo de geragédo de dados (P(d|w))
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porque usar o teorema de Bayes?

® permite uma abordagem légica e totalmente

probabilistica da andlise de dados
D|w, M)P(w|M)

B(
¢ oferece maior flexibilidade na construgédo de P(w|D,M) =

modelos
ex.: 0 método da maxima verossimilhanca pode
ser considerado um caso particular

P(D|M)

® pode-se incluir informagdes adicionais de muitas
fontes, como outros dados ou opinides de
especialistas

e quantifica a incerteza nos parametros e nas
predicdes: intervalos de credibilidade

7/24



o teorema de Bayes e a inferéncia de parametros

e dados D, modelo M, parametros w

* teorema de Bayes:

P(D|w, M)P(w|M)

P(w|D,M) = PDIM)

e estimativa bayesiana dos parametros:
P(w|D, M) x P(D|w,M)P(w|M),

nédo depende da evidéncia, ja que ela nao
depende de w

inferéncia dos parametros w:

® estimativa frequentista:

® os dados D sdo uma amostra de uma
populagdo com parametros w fixos

® maxima verossimilhancga:
estimativa de ponto - valor de w que
maximiza L(w) = P(D|w, M)

® inferéncia bayesiana:

® os dados D séo fixos e 0os parametros tém
uma distribuicdo de probabilidades,
P(w|D, M)

estimativa de uma distribuicao de
probabilidades
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exemplo 1: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

uniforme

temos uma Unica observagao, x1, que queremos
modelar como uma gaussiana de média
desconhecida e desvio padrao o conhecido:

queremos determinar (a distribuigao de) i

dados: {x1}
a verossimilhanga é N(u, 0):

1 (1 — p)?
V21o xp |: 20’2 ]

vamos supor um prior uniforme para p:

P(xl |/1/7 U) =

P(u) = cte

® nesse caso, o posterior de y € proporcional
a verossimilhanca:

P(ulx1,0) o< P, 0)P(u)  P(xi|ps, o)
ou

(1 — M)z]

P(ln, o) o< exp [ =

e isto é, o posterior também é gaussiano,
P(M‘X1, U) ~ N(x17 0)7
com média x; e desvio padrao o

9/24



exemplo 2: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

uniforme

mesmo modelo, mas agora temos n observagdes que obedecem a uma gaussiana de média p
desconhecida e desvio padréo o conhecido

D = {x1,x2,..xn}

prior de p uniforme

verossimilhanga de um dado: P(x;|p, o) ~ N(p,0)
verossimilhanga da amostra (supondo dados independentes):

P(Dlpt, 7) = [Ty P(xili ) ox Ty exp [ = 5t (31 — o] o exp [ = 5k Sy (i — )]
noteque L (xi—p)? =" (xi—X%)?+n(x—p)? onde x=13Txy

logo, o posterior de y fica:  P(u|D, o) o< P(D|u, o) o exp [— M] ~ N(x,0/\/n)
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exemplo 3: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

gaussiano

temos uma Unica observagao, x1, que queremos modelar como uma gaussiana de média i desconhecida e
desvio padréo o conhecido: queremos determinar p

a verossimilhanga é N(u, o)
vamos supor para p um prior gaussiano de média po e desvio padrdo 7o, P(u) ~ N(uo,70)

posterior de u:  P(u|x1,0) o< P(x1|p, o)P(p) o< exp [— Gop? M} o exp [— M} ~ N(m,71)

202 2T0 27%
0 posterior também é gaussiano com
B4
2T 1_1 1
Mm=3_T 227 2
S+ = T To o

7o
note que se 1y >> o, a influéncia do prior é desprezivel

se 1y << o, 0 prior € muito informativo
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exemplo 4: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

gaussiano

® agora temos n observagdes: D = {x1,x2,...Xs}

® modelo: gaussiana de média n desconhecida e desvio padréo o conhecido: P(x;, o|u) ~ N(u, o)
e priorde u: P(u) ~ N(po,70)

® verossimilhanga dos dados (supostos independentes):

P(Dlpe) =TTy P, o) o Ty exp | — ok (i — o] oxexp [ = b iy G — )]
e posterior de u:  P(u|D, o) ~ N(pn, ™), onde

+

O“N‘g
N‘ =

n
o
n_

oﬂN‘ =

v 1 n
fn = +x e X=,30x

4=

+

S
e

o

® para n grande o efeito do prior fica desprezivel!
® 0 prior ndo deve dominar o resultado, a menos que seja relevante!
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exemplo 5: regressao linear bayesiana

® temos um conjunto de dados ® verossimilhanga da amostra:
D= {xiy}, i= 1’;"” independentes e com a P(Dla,b, o) = m exp [ 3, Wiyl yc(Y)) }
mesma variancia o

® modelo: y; = a + bx; + ¢, ® vamos supor priores uniformes paraa e b
com erros gaussianos: ¢; ~ N(0, o?) e o prior de Jeffreys para o:

® pardmetros: w = {a,b,0}

® objetivo: determinar as distribuicdes de P(a,b,0) 1

probabilidades de a, b, o o?

® teorema de Bayes:

P(ll,b, U|D) X P(D‘m b7 O')P(ﬂ, b7 0) ’ lp)?:tZrIO(D) —(n+2) [ Z (Wi—ye(x))” yC(x,)) ]
® verossimilhanga de uma medida: D IIF) g xp
. _ _1 Yi—ye(xi))
P(Dila,b,0) = L exp [f T}

® este posterior pode ser amostrado por MCMC e
onde  y.(x;) =a+ bx; os parametros estimados das cadeias simuladas
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exemplo 5: regressao linear bayesiana

aiswivuicio dea aisribuicio ge b aisibuigio ge sigma

M:y=1+2x+eps

ajuste bayesiano

sigma
sigma

MV.  a=07266 b=2.0885 sigma=04504
@ bayes:a=07160 b=2.0883 sigma=0.3820
T T T T
1 2 3 4
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exemplo 5: regressao linear bayesiana

M:y=1+2x +eps

0.5%,5%,25%,75% 95%,99 5%
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0 método da maxima verossimilhanga

® na abordagem frequentista, a verossimilhanga é ® procedimento frequentista para
considerada uma fungao dos parametros: estimativa dos parametros de um modelo com
L(w) = P(D|w) base nos daQos Q|spc3n|Ye|s. o
o . a melhor estimativa, w, € a que maximiza a
* exemplo: verossimilhan¢a gaussiana para um verossimilhanga
Unico dado

L) = 1 exp [_ (11 — M)z} * @ é o ponto no espago de parametros que
V2ro 202 maximiza £(w)
* note que £(w) ndo é uma distribuicdo de
probabilidades: ela ndo é (em geral) normalizada ® incertezas em @ calculadas a partir da
com respeito aos pardmetros w largura de L(w)
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

a estimativa dos parametros frequentista € uma e com priores uniformes, @ é a moda do
estimativa de ponto: posterior P(w|D)
@ = valorde w que maximiza L(w) e com priores informativos a moda se desloca

na abordagem bayesiana obtém-se distribuicbes
de probabilidades para w:

Posterior with Uniform Prior Posterior with Gaussian Prior
P(w|D) x P(D|w)P(w) for ¥ ' 200

1.75| — Posterior (wnitorm prior)

em muitos casos 0 maximo do posterior (MAP) é
idéntico a estimativa de MV
em outros casos nao; por exemplo:
® quando se usa priores informativos
® no trato de hiperparametros ou
“nuisance parameters”

§075 2=
vl /N
o/

0.00 ~—
30 35 40 45 50 55 60 65 70 30 35 40 45 50 55 60 65 7.0
" u
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® em muitos casos 0 maximo do posterior (MAP) é
idéntico a estimativa de MV
® em outros casos nao; por exemplo no trato de

hiperparametros ou “nuisance parameters”
parametros que ndo interessam

exemplo: um jogo de bilhar bayesiano
baseado no trabalho de 1763 de Bayes
ver http://jakevdp.github.io/blog/2014/06/06/frequentism-and-bayesianism-

2-when-results-differ/

Carol joga bolas, de costas e sem viés, numa
mesa de bilhar que tem uma marca: se elas caem
de um lado da marca, Alice ganha um ponto, se
caem do outro, Bob ganha um ponto; ganha o
jogo quem primeiro fizer 6 pontos

num certo jogo, apos 8 bolas, Alice tem 5 pontos
e Bob tem 3

qual é a probabilidade de Bob ganhar o jogo?
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® apos 8 bolas, Alice tem 5 pontos e Bob tem 3
® abordagem frequentista:
® a probabilidade p da bola cair do lado
da Alice ép =5/8
® a probabilidade p da bola cair do lado
deBobé1l—p
® para Bob ganhar o jogo, ele tem que
marcar 3 pontos seguidos
® probabilidade disso:

Ppeg = (1 —p)® = 0.0527
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® abordagem Bayesiana: ® podemos incluir e “sumir” com p via
. . ~ p
marginalizagao:

® seja B o evento “Bob ganha”
® dados: D = {na,ng} = {5,3}

* p: probabilidade (desconhecida) que a - /p(B|p,D)p(p7 D)dp =
bola caia na area de Alice

P(B|D) = / P(B, p|D)dp =

P(D|p)P
* queremos P(B|D) = [ P(Blp, D)Mdp =
P(D)
® note que o valor de p n&o interessal! [ P(B|p, D)P(D|p)P(p)dp
ele € um nuisance parameter - [ P(DIp)P(p)dp
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

abordagem Bayesiana:
® marginalizagéo:

_ [ P(B|p,D)P(DI|p)P(p)dp
PEID) = b Dlp)P(p)ip

® para ganhar a partida, Bob tem que ganhar
3 jogadas seguidas:

P(B|p,D) = P(Blp) = (1~ p)’
® vamos supor P(p) uniforme entre 0 e 1

® verossimilhanga: distribuicdo binomial
P(D|p) o< p°(1 —p)’

logo,

(1—p)pd
P(BID) = f"l( p)pdp
Jo 0= p)3podp
a funcao beta é:

! 1 1
Blnm) = [ 1= py

logo,

B6+1,5+1)

POT 50T ) L 0.091
BB+1,5+1)

P(B|D) =

compare com MV: Py, = 0.053!
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modelos gerativos

modelos gerativos:
inferéncia baseada em simulacdes dos dados

simulamos parametros a partir de um prior, P(w),
usamos esses parametros para simular “dados”, e
usamos os dados simulados para estimar o posterior dos parametros

porqué? ha situagdes onde a verossimilhanga ¢ intratavel

modelos gerativos

Simulagéo de dados a partir do prior dos pardmetros e do modelo
parametros

P(W) e  Modelo gerativo = o X n}

exemplo: estimativa de pardmetros cosmolégicos comparando
observacdes e simulagdes da distribuicdo de galaxias

como proceder:

ao invés de se comparar diretamente observagdes e modelos , pode-se
comparar estatisticas que “resumem” propriedades importantes dos dados
tanto nas observagdes quanto nas simulacdes

exemplos: distancia média entre galéxias, variancia do nimero de galaxias
em esferas de raio 8 Mpc, ...
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ABC: Approximate Bayesian Computation

® objetivo: estimar o posterior dos parametros w de e algoritmo ABC:
um modelo, usando um processo gerativo a partir
dos priores P(w) * 1. amostre w, do prior P(w)

® ABC: permitem a inferéncia bayesiana quando a

verossimilhanca & intratavel, mas os dados ® 2. simule dados D, com w,

podem ser simulados a partir de um modslo ® 3. calcule as estatisticas que sumarizam os
® ABC: apenas dados simulados que concordam dados: x, =resumo(w,)

com as observagbes dentro de uma certa

“tolerancia” sdo considerados para amostrar o ® 4. aceite wy, se |x, — xos| < € (tolerancia)

posterior

® 5 retorne a

parametros

Pw) — (i X} ® atencdo: em geral (mas nem sempre),
n:

ABC:se [D-O|<g, O={o,...0} ® dados continuos: toleréncia e > 0
guarda w para
determinar P(w|O)

observacdes . ~ .
® dados discretos: tolerancia ¢ = 0
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exemplo: estimativa de uma distribuicao binomial por ABC

¢ Dados: {1,0,0,0,1,0,1,0,1..} e distancia entre os conjuntos de dados x e y:
sequéncia com n valores x; igual a 0 ou 1, obtidos

gl L : p=1X-Y|
de uma distribuigdo binomial com uma certa
probabilidade w de sair 1 * exemplo: tolerancia zero
® objetivo: se a amostra observada tem X valores s6 vamos aceitar parametros com distribuicoes
1, usar ABC para estimar o posterior de w com o mesmo numero de 1s, p =0
® modelo gerativo com prior uniforme: el i 10 e

® sorteamos um w uniformemente s
entre0e 1 o
® simulamos n dados y; com uma i
distribuigdo binomial com parametro w
® determinamos Y =}, y; ;
(= nmero de ’1’s) e
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