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o~

A teoria das probabilidades € o senso comum reduzido ao calculo

Pierre-Simon Laplace
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dados e probabilidades

e descrevemos os dados (medidas, e duas vi_s_ées sobre a natureza das
observagées) como distribuicdes de probabilidades:
probabilidades

® frequentista (classica): probabilidade

o como medida de frequéncia
e dados podem ser complexos, variaveis
e, sobretudo, tém incertezas ® bayesiana: probabilidade como medida

ex. de incerteza: os erros nas medidas de plausibilidade
e ateoria das probabilidades prové um e podemos considerar probabilidade como

meio de modelar os dados e quantificar medida de frequéncia como um caso
as incertezas particular de medida de plausibilidade
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0 que sao probabilidades

® probabilidade frequentista: ® probabilidade bayesiana:

* medida da frequéncia de eventos (em vérios medida da plausibilidade de um evento
experimentos ou conjunto de sistemas * P(x): nmero entre 0 e 1 que mede a
estatisticamente equivalentes) plausibilidade de um dado valor de x

® P(x): o nUmero de vezes que um evento (com 0 impossivel, falso e 1 certo,
ocorre dividido pelo nimero total de verdadeiro)
tentativas, no limite de um nimero infinito de * este conceito permite atribuir probabilidades
tentativas para qualquer evento

® P(x): nimero entre 0 e 1 que mede a
frequéncia com que a proposicao x aparece e problemas:
em uma populagao ou amosra ® nem sempre se consegue definir um modelo

® problemas: probabilistico adequado

® n3o comporta eventos Unicos ou ndo ® em particular, pode-se ter uma certa
repetiveis ambiguidade devido & escolha de diferentes

® lida com propriedades assintoticas priores

(“no limite...”) (veremos isso mais tarde)
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distribuicdes de probabilidades

e x: variavel aleatdria continua ou discreta e distribuigbes cumulativas
® aleatéria: variavel cujos valores sao
resultados de um processo aleatério ou ® P(x): funcéo de distribuicdo de
estocastico, obedecendo a uma certa probabilidades (FDP)
distribuicdo de probabilidades, P(x) e FDP cumulativa:

® continua: assume valores reais
e discreta: assume valores inteiros

Clx) = [ " Py’

® notagdo: x ~ P(x)

x é uma variavel aleatéria com distribuigdo que oo
/ /
obedece a P(x) C(o0) = / P(x")dx" =1
® P(x): nimero entre 0 e 1 que mede a incidéncia -
da variavel x ou o grau com que uma proposigao probabilidades sdo normalizadas!
x € verdadeira o ® se o intervalo onde a variavel x é definida é
* P(x) pode ser uma fungao discreta ou continua finito, os limites da integral sdo os mesmos

® x pode ser multidimensional da variavel
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distribuicdes de probabilidades

a continuous distribution a bivariate distribution
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probabilidades condicionais e conjuntas

® probabilidades sao, normalmente, condicionais, isto é, dependem ou podem depender de outras
proposicdes
exemplo: qual é a probabilidade de uma galaxia ser espiral se ela for vermelha? P(espiral|vermelha)?

P(x|y): 1&-se probabilidade de x dado y

P(x|y) mede a probabilidade de x dado o valor da variavel y

P(x|y,z,w): a probabilidade de x é condicional a tudo o que estiver a direita da barra “|”
exemplo: distribuicdo gaussiana

(x—p)?

1
Pxlu,0) = ———exp [- 24

] ~ Nl 0) ~ N, 0)

® probabilidade conjunta: P(x,y)
probabilidade conjunta de duas variaveis x E y

® P(x,y|z): probabilidade conjuntade xe ydadoz  (podemos ter coisas como P(x,y,z,wl|a,b,c))

® P(x) = P(x|H): toda probabilidade depende de hipoteses (H), implicitas ou explicitas

por exemplo: a distribuicdo é gaussiana
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as regras fundamentais das probabilidades

* as regras fundamentais das probabilidades:
® probabilidades satisfazem

0<Px)<1
® regra da soma: para dois eventos x e v,
P(x,y) = P(x) + P(y) — P(xNy) N : interseccao
se x e y sdo mutuamente exclusivos (i.e., x Ny = (),
P(x,y) = P(x) + P(y)

esses resultados podem ser generalizados: para proposi¢gdes mutuamente exclusivas e exaustivas

/P(x)dx =1 ZP(xi) =1 (probabilidades s&o normalizadas)

® regra do produto:
P(x,y) = P(x]y) x P(y) = P(y|x) x P(x)
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequéncias

* marginalizacao: ® exemplo: marginalizacdo de uma
gaussiana bivariada

P(x) = / P(x, y)dy = / P(xly)P(y)dy
ou

P(x) =) Px,y) = Y P(xly) P(ye)

k k

1 1 x— oy \?
Px,y) = { - [( )
2moyoyV/1 — p? 2(1 — p?) oy
este resultado é conhecido como )
lei das probabilidades totais - p<x - Hx) (y - #y) N (y - #y) ] }
oy oy ay

PGx) = [ PG,y ~ NG, o)
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequéncias

aplicac6es da regra do produto:

P(x,y) = P(x|y) x P(y)

® vamos supor que x e y Sao variaveis

independentes:

P(xly) = P(x) e P(ylx) = P(y)
portanto,

P(x,y) = P(x|y)P(y) = P(x)P(y)

a probabilidade de duas variaveis independentes
é o produto das probabilidades de cada uma

e outra aplicagdo da regra do produto:

cadeias de probabilidades:

P(x,y,2) = P(xly, 2)P(y,2)

P(y,z) = P(y|z)P(2)
logo,
P(x,y,z) = P(xly,z)P(y|z)P(z)
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequéncias

combinando distribuic6es

® muitas vezes conhecemos a distribuicdo de uma

variavel mas queremos saber a distribuigao de
uma quantidade derivada, y = f(x)

ex: temos a distribuicdo de magnitudes e
queremos a distribuigao de fluxos

® P(x): distribuicdo de probabilidades de x
® P(y): distribuigdo de probabilidades de y
® adensidade de probabilidades é conservada,

dx

Pl = Ply)dy, logo P(y) = |

P(x)

(o médulo é para assegurar P > 0)

exemplo:
suponha que P(x) = exp(—x) (com x > 0)
e queremos P(y), onde y = Inx

)
como x = exp(y),

P(y) = P(x)/|dy/dx| = x exp(—x)
ou
P(y) = exp(y — exp(y))

esta técnica se torna dificil de aplicar para mais
de uma variavel

cuidado se f(x) ndo é monotdnical
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as regras fundamentais das probabilidades: algumas consequéncias

o teorema de Bayes
(Bayes,~1740/1763; Laplace, 1774)

® da regra do produto vem que:
P(x,y) = P(xly) x P(y) P(y,x) = P(ylx) x P(x)

e como P(x,y) = P(y, x), temos o
teorema de Bayes:
P(y|x) x P(x
Pely) = P P)(y) (x)

o teorema de Bayes relaciona P(x|y) com P(y|x)
probabilidade inversa
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aplicagoes simples do teorema de Bayes (1)

temos uma amostra de galaxias de varios tipos e ® teorema de Bayes
massas P(B|A) x P(A 0.1x0.7
p(ap) = PBIA) X PA4) _ 01x07 _

* seja A: a galaxia tem formagao estelar P(B) 0.2
B: a galaxia é massiva

0.35

nessa amostra, a probabilidade da galaxia ter

= Y aEo
e sabemos que, nessa amostra, formacédo estelar se ela for massiva é 35%

* P(A)=0.7
* P(B)=0.2

® também sabemos que 10% das galaxias da
amostra com formacao estelar séo
massivas: P(B|A)=0.1

® qual é a probabilidade da galaxia ter formagéao
estelar se ela for massiva? P(A|B)?

(SDSS)
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aplicagdes simples do teorema de Bayes (2)

em uma galaxia muito, muito distante... ® teorema de Bayes

5% de seus planetas tém agua liquida e 1% tem P(vid P

alguma forma de vida P(agualvida) = (v a‘a%(]\%:) (agua) =
a probabilidade de vida em um planeta com agua

liquida é 10% _010x0.05 _ 05

qual é a probabilidade de haver agua liquida em 0.01

um planeta com vida?
dados: P(agua) = 0.05, P(vida) = 0.10,
P(vidajagua) = 0.10

Kepler-20e Venus Earth Kepler-20f
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aplicacdes simples do teorema de Bayes (3)

* Num levantamento de 200 galaxias, deseja-se verificar se a presenca de formagao estelar depende do
ambiente em que a galéaxia esta: se em um aglomerado ou no "campo". O
evento A indica se a galaxia esta num aglomerado e o B se ela tem formacéo estelar. Metade das galéaxias
da amostra esta em cada ambiente e a fragdo com formagao estelar nos aglomerados é 40%, contra 80%
no campo.
® Qual é a probabilidade de que uma galéxia tenha formacao estelar e esteja num aglomerado, P(B, A)?
® seja: A: galaxia em aglomerado, A: galdxia no campo, B: galaxia com formagéo estelar,
B: galaxia quiescente (sem formagao estelar)
® temos que
P(A) =P(A)=1/2
P(B|A) = 0.4
P(B|A) =0.8
® logo,
P(B,A) = P(B|JA)P(A) = 0.4 x 0.5=0.2

® Qual é a probabilidade de se ter uma galaxia com formagao estelar nessa amostra?
P(B) = P(B|A)P(A) + P(BJA)P(A) =04 x 0.5+ 0.8 x0.5=0.6
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aplicagoes simples do teorema de Bayes (4)

® em uma certa amostra, observamos que * seja c: 0 objeto foi classificado como NP
sabemos que P(c|NP) = 0.9 e P(c|NP) = 0.07
® 1% dos objetos sdo Nebulosas Planetarias e queremos P(NP|c):
) (c[NP)P(NP)
P(c|NP)P(NP
® 90% das NP s&o classificadas como NP P(NPlc) = P(c)
(PV: positivos verdadeiros)
onde
® 7% séo classificados como falsos positivos B ~
(FP) P(c) = P(c|[NP)P(NP) + P(c|NP)P(NP)
® se um objeto é classificado como NP, qual é a * entao,
probabilidade de ele ser de fato uma NP?
P(NP|c) = 09 x 0.01 =0.115

* seja NP: 0 objeto é uma NP 0.9 x 0.01 +0.07 x 0.99

NP: o objeto no é uma NP a probabilidade de um objeto classificado como
P(NP) = 0.01; logo P(NP) = 0.99 NP ser de fato uma NP é 11.5%
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aplicacdes simples do teorema de Bayes (5)

e Um astronomo pede a um colega para revisar um artigo que ele escreveu. A probabilidade do colega nao
aceitar é 1/3. A probabilidade do artigo ser aceito se o colega revisar € 1/2, e 1/4 no caso contrario.

® Qual é a probabilidade do artigo ser aceito, P(A)?

® seja A: aceito, A: rejeitado, R: revisou, R: n&o revisou
® temos que
P(R) =1/3 — P(R) =2/3
P(AIR) =1/2
P(AIR) = 1/4
® logo,
P(A) = P(A|R)P(R) + P(AIR)P(R) = 1/2 x 2/3+1/4 x 1/3 =5/12
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aplicacdes simples do teorema de Bayes (6)

e Um astronomo pede a um colega para revisar um artigo que ele escreveu. A probabilidade do colega nao
aceitar é 1/3. A probabilidade do artigo ser aceito se o colega revisar € 1/2, e 1/4 no caso contrario.

e Suponha que o artigo foi rejeitado. Qual é a probabilidade do colega néo ter revisado o artigo, P(R|A)?
da pagina anterior:
P(R) =1/3, P(R)=2/3, P(A|R)=1/2, P(A|R)=1/4, P(A)=5/12

® probabilidade conjunta de o colega néo ter revisado e o artigo nao ter sido aceito:
P(R,A) = P(R|A)P(A) = P(A|R)P(R)
| )_: P(A|R)P(R){P_(A) )
P(A) = P(AIR)P(R) + P(A[R)P(R)

® noteque P(A[R)=1-P(A|R) e P(A|R)=1-P(AIR) e, portanto,
P(R|A) = P(A|R)P(R)/P(A) = 3/‘;/%” —3/7~043

18/23



exercicios sobre probabilidades

* probabilidade de A ou B: * exemplo: qual é a probabilidade de se tirar uma
dados 2 eventos, A e B, qual é a probabilidade de carta vermelha ou um 3 em um baralho de 52
se ter AOU B? cartas (4 naipes de 13 cartas)?

e, portanto,
PR g RIE P(Vou3)=26/52+4/52—2/52 =

=28/52 =7/13 ~ 0.538...

® eventos mutuamente exclusivos: se um ocorre 0
outro ndo ou os dois ndo podem ocorrer ao
mesmo tempo

diagrama de Venn P(A e B) =0

P(Aand B)
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o problema de Monty Hall

um programa de auditério: e MH entdo te pergunta: quer trocar de

e vocé tem 3 portas na sua frente: uma porta ou ndo quer? Vocé quer trocar a
contém uma Ferrari e as duas outras um porta que escolheu por esta que sobrou
bode em cada uma ou nao?

e MH pede para vocé escolher uma delas:
vocé escolhe, por exemplo, a 1

e antes de abrir a porta que vocé
escolheu, MH (que sabe onde o carro
esta), escolhe uma das portas com um
bode e a abre; sobra assim uma outra
porta fechada

® 0 que é mais vantajoso fazer?
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o problema de Monty Hall

digamos que voce escolheu a porta 1 e a Ferrari
estana?2

MH entdo abre a 3, mostrando um bode

vocé, sem saber onde esté a Ferrari, continua
com a porta 1 ou muda para a 2?

vamos ver com qual agdo vocé tem maior
probabilidade de ganhar a Ferrari!

P(ci): probabilidade a priori de que o carro esteja
atras da porta i:

P(c1) = P(c2) = P(c3) = 1/3

P(i): probabilidade de que MH abra a porta i
P(cilj): probabilidade de que o carro esteja atras
da porta i se MH abriu a porta j

como MH abriu a porta 3, precisamos comparar
P(c1|3) com P(c2|3)

® probabilidade de o carro estar na porta 1 dado

que MH abriu a porta 3:
P(c1]3) = P(3|c1)P(c1)/P(3)

probabilidade de o carro estar na porta 2 dado
que MH abriu a porta 3

P(c2|3) = P(3|c2)P(c2) /P(3)

onde

P(3) = P(3|c1)P(cl) + P(3|c2)P(c2) + P(3|c3)P(c3)

qual é maior? P(c1|3) ou P(c2|3)?

Il
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o problema de Monty Hall

® mas
1 2 P(3|c1) = 1/2: ele tinha duas portas para abrir
. ? o ? P(3]c2) = 1: como o carro estava em 2, ele s6
podia abrira 3

‘ ‘ P(3|c3) = 0: 3 tem um bode, por isso MH a abre

* |ogo,
P(c1]3) =
(1/2x1/3)/(1/2x1/3+1x1/3+0x1/3)=1/3

e qual é maior? P(c1|3) ou P(c2|3)?
® probabilidades relevantes:
P(cl) = P(c2) = P(c3) = 1/3 ® se trocar de porta:
P(c1]3) = P(3|c1)P(c1)/P(3) P(c2|3) = P(3|c2)P(c2)/P(3) =2/3
P(c2|3) = P(3]c2)P(c2) /P(3)
P(3) = P(3|c1)P(c1) + P(3|c2)P(c2) + P(3|c3)P(c3) € vantajoso trocar!!
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o problema de Monty Hall

e quando vocé escolheu uma das portas, a chance de ter um bode atras dela era 2/3
e se vocé muda de porta, a chance de ter uma Ferrari atras dela é 2/3
¢ |ogo, convém mudar de porta!

o [
L
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