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aula de hoje:

o teorema de Bayes 11. modelos gerativos

o teorema de Bayes e a analise de dados 12. ABC: approximate bayesian computation
inferéncia de parametros

exemplo: quantos peixes tem no lago?
métodos frequentistas x bayesianos
priores

N o o~ o Nd

exemplo: inferéncia da média de uma
gaussiana

®

exemplo: regresséo linear

9. exemplo: o problema do farol

As questbes mais importantes da vida sdo, na maior parte,

10. quando estimativas bayesianas e apenas problemas de probabilidades.

frequentistas divergem? Pierre Simon de Laplace 2



o teorema de Bayes

® o teorema de Bayes:
® Bayes ~1740, Laplace 1774

® ;e b: variaveis aleatérias
® probabilidade conjunta de a e b, dado
um certo modelo M:
P(a,b|M) = P(alb, M) x P(b|M) =

= P(bla, M) x P(a|lM)
e, portanto:

P(bla, M) x P(a|M)
P(b|M)

P(alb, M) =
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o teorema de Bayes e a analise de dados

¢ a) inferéncia dos parametros de um modelo: * b) comparacao de modelos:
) ® temos dois modelos, M; e M,, para 0s
® temos um conjunto de dados D que dados D; qual modelo escolher?
queremos explicar com um modelo M que
tem um conjunto de pardmetros w * exemplo: M : reta, M, : parabola

® objetivo: determinar w
) ® teorema de Bayes (@ — M, b — D):
e exemplo: D = {x1,y1,%2,Y2, -, Xu, Yn },
M:y=a+bx+e w={a,b} P(M|D) = P(D%g)l;(M)
® teorema de Bayes (a — w, b — D): e comparagéo de M, & Ms:
1 2.

P(w|D, M) = L(DPIw, M)P(w|M) P(Mi[D) _ P(D|M;) P(My)

P(DIM) P(My|D) ~ P(D|M,) P(M,)

escolhemos o modelo mais provavel
P(DIM) = /P(D|w,M)P(w|M)dw
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o teorema de Bayes e a analise de dados

® cada termo tem um nome:
® P(w|D,M): o posterior: a distribuicdo de
probabilidades a posteriori de w

® P(D|w,M): a verossimilhancga (/ikelihood):
a probabilidade dos dados com um modelo

M e parametros w verossimilhanca

aqui P é a probabilidade dos dados, ndo uma fungdo dos pOSterlor ‘/pnor
parametros! ™ , P(D|w, M)P(w|M)
® P(w|M): o prior de w, a probabilidade a P(w|D, M) = P(D|M)
priori dos valores dos parametros; o que se /'
sabe de w independentemente dos dados o
e P(D|M): a evidéncia dos dados evidéncia

(ou distribuicdo marginal dos dados)

5/34



porque usar o teorema de Bayes?

® permite uma abordagem légica e totalmente

probabilistica da andlise de dados
D|w, M)P(w|M)

B(
¢ oferece maior flexibilidade na construgdo de P(w|D,M) =

modelos
ex.: 0 método da maxima verossimilhanga pode
ser considerado um caso particular

P(D|M)

® pode-se incluir informagdes adicionais de muitas
fontes, como outros dados ou opinides de
especialistas

e quantifica a incerteza nos parametros e nas
predicdes: intervalos de credibilidade
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o teorema de Bayes e a inferéncia de parametros

e dados D, modelo M, parametros w
e teorema de Bayes:

P(D|w, M)P(w|M)
P(D|M)

P(w|D,M) =

e estimativa bayesiana dos parametros:
P(w|D,M) « P(D|w, M)P(w|M),

ndo depende da evidéncia, ja que ela ndo
depende de w

inferéncia dos parametros w:

e estimativa frequentista:

® os dados D sao uma amostra de uma

populacado com parametros w fixos
®* maxima verossimilhanca:

estimativa de ponto - valor de w que

maximiza L(w) = P(D|w, M)

¢ inferéncia bayesiana:

® o0s dados D sao fixos e 0s parametros
tém uma distribuicdo de probabilidades,

P(w|D, M)
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analise de dados bayesiana

® para ser Util, a modelagem dos dados precisa ® teorema de Bayes:
fornecer estimativas dos:
* parametros P(w|D, M) = w
® incertezas nos parametros (DIM)
® qualidade do ajuste/modelo
Restadorpor ARG ® parametros: distribuicdo de probabilidades

de P(w|D, M)

® incertezas nos parametros: estatisticas,
‘larguras’,... de P(w|D, M)

® ntervalo de credibilidade de w: intervalo
contendo uma certa percentagem da
probabilidade do parametro; por exemplo, o
intervalo de credibilidade de 95% é a regido
do posterior que contém 95% dos valores.

10 200 300 400 ¢ qualidade do ajuste/modelo: comparacéo de
no. de peixes mOde|OS

4000

3000
L

MV = MAP — 46.67

Nac
2000

1000
L

0
L
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exemplo: quantos peixes tem no lago?

® exemplo proposto por Rasmus Baath ® Solucdo de MV: supomos que a fragao de peixes
U. de Lund (www.sumsar.net) marcados (X/K) resultante de nossa medida

® Vamos a um lago e pescamos 7 peixes. (pescaria) € representativa
Marcamos cada um e os devolvemos ao lago. e regra de 3: se com K=20 peixes temos X=3
Alguns dias depois voltamos ao lago, pescamos marcados, com T teremos M=7, logo:
20 peixes (dia de sorte!) e verificamos que 3 A
deles estdo marcados. Quantos peixes tem no T=MK/X=7x20/3 ~46.67
lago?

® Seja
® T:ndmero total de peixes no lago: ?
® M: nimero de peixes marcados: 7
® K: nimero de peixes pescados: 20
® X: nimero de peixes pescados que estao
marcados: 3 Lagoa Feia, Corag&o de Jesus, MG
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exemplo: quantos peixes tem no lago?

Dados:

® T:numero total de peixes no lago: ?
® M: nimero de peixes marcados: 7
® K:numero de peixes pescados: 20

@ X:numero de pescados que estdo marcados: 3

Solugdo de MV: T ~ 46.67

Pode-se mostrar que a verossimilhanga é dada pela distribuicao
multinomial:

T—M
P(XIT, M, K) = (=) (TK*X)
(x)
Para determinar o posterior de T, vamos supor um prior uniforme entre 20
(o nimero minimo de peixes no lago) e 300

P(T|X, M, K) o P(X|T, M, K)P(T)

Note como a cauda da distribuicdo é extensa:
a solugdo bayesiana é informativa!

posterior por ABC

4000

3000
|

MV = MAP - 46 67

Nac
2000
I

1000
|

Ei e e

0
L

T T 1
100 200 300 400

no. de peixes

® MAP: maximum a posteriori

® A solugdo bayesiana é uma distribuicdo, ndo um ponto
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métodos frequentistas x bayesianos

¢ frequentistas:
® probabilidades: frequéncia de eventos
® parametros: constantes fixas
® procedimentos estatisticos devem ter propriedades assintéticas bem definidas:
um intervalo de confianca de 95% deve conter o “valor verdadeiro” do parametro 95% das vezes
® bayesianos:
® probabilidades medem plausibilidades, ndo apenas frequéncias
® pode-se definir probabilidades para dados, parametros, modelos
* inferéncia estatistica produz distribuicdes de probabilidades:
estatisticas podem ser obtidas dessas distribuicdes: intervalo de credibilidade
um intervalo de credibilidade de 95% ¢é a regido do posterior que contém 95% da probabilidade do
parametro
® comparagoes:
® métodos bayesianos sdo légicos mas computacionalmente intensivos
® em muitos casos os dois enfoques dao resultados “similares” (MAP)
® 0s métodos frequentistas sdo Uteis, mas os futuro é bayesiano
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que prior escolher?

e prior: distribuicdo de probabilidades cujo ® priores conjugados: quando o posterior tem
papel é levar em conta a informagao a priori a mesma forma funcional que o prior
sobre os parametros do modelo
® uma gaussiana € o prior conjugado de

e Bernoulli (1713): uma verossimilhanga gaussiana
principio da razdo insuficiente * adistribuicao beta é o prior conjugado
* se temos um conjunto de possibilidades da verossimilhanca binomial
mutuamente exclusivas e ndo temos ® adistribucdo gama é o prior conjugado
nenhuma razao para achar que uma é da verossimilhanga poissoniana
mais provavel que outra, entdo
devemos atribuir a mesma e em geral o prior ndo deve dominar o
probabilidade a todas resultado
se isso acontece é porque os dados sédo
* exemplo: probabilidade a priori de cada pouco informativos ou o prior € muito

face de um dado nao-viesado: 1/6 informativo!
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que prior escolher?

® em muitos casos usam-se e priores ndo-informativos para parametros de
priores ndo-informativos escala (ex.: dispersdo de uma gaussiana):
e priores ndo-informativos para parametros de 1 sea<w<b
. ~ JouT . = a w
localizagdo (ex.: média de uma gaussiana): Pw)=4"
0 sew<aouw>b
P(w) = = sea<w<b ' _
0 sew<aouw>bh prior de Jeffreys: uniforme em log w
prior uniforme dentro de um intervalo de interesse ® 0s parametros que aparecem nos priores (COMo a
® nesse caso, o valor mais provavel do posterior e b acima) sdo chamados hiperparametros, para
(MAP, maximum a posteriori) com prior uniforme é distinguir dos parametros do modelo

igual a solugdo de maxima verossimilhanga

® priores podem ser proprios (normalizados) ou
® outra opgao: gaussiana muito larga impréprios (ndo normalizados)
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exemplo 1: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

uniforme

temos uma Unica observagao, x;, que
queremos modelar como uma gaussiana de
média p desconhecida e desvio padrao o
conhecido: queremos determinar p

dados: {x1,0}
a verossimilhanga € N(u, 0):
1 (x1 — p)?
E = P = — -
(lu’) (x17 0|/1’) ma eXp [ 252 jl
vamos supor para p um prior uniforme:

P(u) = cte

® nesse caso, 0 posterior de p é proporcional
a verossimilhancga:

P(ufx1,0) o P, olp)P()  Px1, o|u)
ou

(x1 — M)z}

P(Mlxla U) X exp | — 252

® jsto é, o posterior também é gaussiano,
P(/L|X1, U) ~ N(xla U)a

com média x; e desvio padrao o
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exemplo 1: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

uniforme

mesmo modelo, mas agora temos n observacdes que obedecem a uma gaussiana de média
desconhecida e desvio padréo o conhecido

D = {x;,0}

prior de u uniforme

verossimilhanca de um dado: £;(u) = P(x;,0|p) ~ N(u, o)
verossimilhanga da amostra (supondo dados independentes):

£(1) = P(DI) = TTiy Pl olpe) ox Ty exp | = st (v — 1% ox exp [ = ok S0 (= )2
note que > (i —p)? =31 (v —X)*+n(x—p)? onde x=1yTx

logo, o posterior de 1 fica  P(u|D) o P(D|p) x exp [ 7)] ~ N(%,0/y/n)
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exemplo 2: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

gaussiano

temos uma Unica observagao, x1, que queremos modelar como uma gaussiana de média . desconhecida e
desvio padrdo o conhecido: queremos determinar p

a verossimilhanga é N(p, o)
vamos supor para p um prior gaussiano de media po e desvio padréo 7o,  P(u) ~ N(uo, 0)

posteriorde p: P(p|x1,0) o< P(x1|p, 0)P(p) o exp [— (GRS i M] x exp [— M] ~ N(u1,7)

2 2
20 21’0 27y

0 posterior também é gaussiano com

By 4ox
g 1_1 1
M1 =7 1 2T 2T 3
7—‘,—; Tl TO (o

7o

note que se 1y >> o, a influéncia do prior € desprezivel
se 1y << o, 0 prior € muito informativo
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exemplo 2: inferéncia da média de uma gaussiana com um prior

gaussiano

e agora temos n observagdes: D = {x;,0}
modelo: gaussiana de média . desconhecida e desvio padréo o conhecido: P(x;,o|u) ~ N(u, o)
® priorde p: P(u) ~ N(po, 70)

¢ verossimilhanga dos dados (supostos independentes):

P(Du) = [Ty P(xi o) o< TTiy exp | = 5o (6 — )| o< exp | = 5k Sy (i — o)?]
H . _ %g+? 1 _ 1 n 1 n
e posteriorde u:  P(u|D,o) ~ N(uu,7,), onde  u, = T, =t € X=00x
P n 0

e para n grande o efeito do prior fica desprezivel!

o prior ndo deve dominar o resultado, a menos que seja relevante!
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exemplo 3: regressao linear bayesiana

® temos um conjunto de dados ® verossimilhanga da amostra:

D= {xi,y,-}., i:. 1,...,n independentes e com a P(Dla,b,0) = % exp [ > (y, a— bx, }
mesma variancia (o2 (@m)*/%e
® modelo: yi=a+ bx; + €,
com erros gaussianos: €; ~ N(0, 6?)
® parédmetros: w = {a,b,0}
® objetivo: determinar as distribui¢cdes de 1
probabilidades de a,b, o P(a,b, o) s
® teorema de Bayes:
P(a,b,o0|D) < P(D|a,b,o)P(a,b, o)
e verossimilhanga de uma medida: ® posterior:
P(Djla,b,0) = exp [— M} P(a,b,0|D) o 0~ ") exp [ > (y’ = bx’ }

20

® vamos supor priores uniformes para a e b e o prior
de Jeffreys para o:

\/Tra
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exemplo 3: regressao linear bayesiana

aiswivuicio dea aisribuicio ge b aisibuicao ge sigma

M:y=1+2x+eps

ajuste bayesiano

sigma
sigma

MV.  a=07266 b=2.0885 sigma=04504
@ bayes:a=07160 b=2.0883 sigma=0.3820
T T T T
1 2 3 4

19/34



exemplo 3: regressao linear bayesiana

M:y=1+2x +eps

0.5%,5%,25%,75% 95%,99 5%
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exemplo 4: o problema do farol

exemplo de uma modelagem bayesiana

Sivia & Skilling, sec. 2.4 (Gull, 1988)

e um farol estd em uma posigcao « ao longo de uma
costa reta e a uma distancia 5 no mar;

® girando, ele emite uma série de pulsos curtos
altamente colimados em intervalos de tempo
aleatérios (e portanto em azimutes # também
aleatorios);

® N destes pulsos sédo detectados por sensores na
costa, mas so6 as posi¢des D = {x1,x2..., x5 }, N0
as direcoes:

onde esta o farol?
® objetivo: determinar a e 3

P(e, D) o P(Dle, B)P(ev, B)
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exemplo 4: o problema do farol

e da geometria do problema: tgf = (x — a)/f e como P(x|a, B) = P(0a, B) ng

® vamos atribuir um prior uniforme para ¢: P(x|a, B) = m,

vem que

® para o pulso ser detectado, ele deve ter
sido emitido com § em —7 < 6 < 7
P(6) = &

* mudanca de varidveis: |P(x)dx| = |P(0)d0)|

que é uma distribuicdo de Cauchy!

¢ derivando em relacdo a x:

dtg ol — 1 dx

a9 Bdo’ "

logo,

@_ 1 _ 1 _ 153
dx  Bsec20  B(1+ tg?0) B2+ (x —«)?
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exemplo 4: o problema do farol

e distribuicdo de Cauchy e verossimilhancga:
B N
P(xla, ) = —————
W B) = s = P(Dla, 8) = [ Plxelas 8)
distribuicao simétrica em relagcdo a o e com =
FWHM = 25 (FWHM: largura a meia altura) e, portanto,
distribuicdo de Cauchy lnP(D|a7 ﬂ) =

N
=cte +NIng— Y [F+ (x — )]
k=1

® vamos adotar priores nao informativos para
5 ) , « e (: nesse caso o posterior é proporcional
N a verossimilhanca
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exemplo 4: o problema do farol

* log do posterior:
InP(, B|D) = cte +N1n 6—2 In[B+ (v —a)?] Y N
k:1 o5 00 05 10 10 15 20 25
e simulagdo com N =100, « = 0.5, 3=1.5 f— i

e inferéncia com MCMC:
a=0441+0.21,5=152+0.22
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

* meétodos bayesianos lidam com distribuicbes e exemplo: um jogo de bilhar bayesiano

de probabilidades, métodos frequentistas baseado no trabalho de 1763 de Bayes
lidam com estimativas de ponto ver http://jakevdp.github.io/blog/2014/06/06/frequentism-and-bayesianism-
* em muitos casos 0 maximo do posterior Z-when-results-differ/
(MAP) ¢ idéntico a estimativa de MV * Carol joga bolas, de costas e sem viés,
® em outros casos ndo; por exemplo: numa mesa de bilhar que tem uma marca:

se elas caem de um lado da marca, Alice
ganha um ponto, se caem do outro, Bob
ganha um ponto; ganha o jogo quem
primeiro fizer 6 pontos

® quando se usa priores informativos
® no trato de hiperparametros ou
“nuisance parameters”

® num certo jogo, apds 8 bolas, Alice tem 5
pontos e Bob tem 3

e qual é a probabilidade de Bob ganhar o
jogo?
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

® apds 8 bolas, Alice tem 5 pontos e Bob tem 3

® abordagem frequentista:

® a probabilidade p da bola cair do lado
da Alice ép=5/8

® a probabilidade p da bola cair do lado
deBobél—p

® para Bob ganhar o jogo, ele tem que
marcar 3 pontos seguidos

® probabilidade disso:

Ppeg = (1 —p)* = 0.0527
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

* abordagem Bayesiana: ® “sumimos” com p via marginalizacéo:
* seja B o evento “Bob ganha” P(B|D) = /P(B,p|D)dp =
® dados: D = {ng,ng} = {5,3}
* p: probabilidade (desconhecida) que a = /P(B|P’ D)P(p, D)dp =

bola caia na area de Alice

_ /P(Bm pyPPIPPP)

® queremos P(B|D) P(D)
® note que o valor de p ndo interessal [ P(Blp, D)P(Dlp)P(p)dp
ele é um nuisance parameter - [ P(D|p)P(p)dp
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quando estimativas bayesianas e frequentistas divergem?

abordagem Bayesiana:
® marginalizago:

J P(B|p, D)P(D|p)P(p)dp

P(BID) =

[ P(DIp)P(p)dp

® para ganhar a partida, Bob tem que

ganhar 3 jogadas seguidas:

P(B|p, D) = P(Blp) =
® vamos supor P(p) uniforme entre 0 e 1

¢ verossimilhanga: distribuicdo binomial
P(Dlp) < p°(1

(1

—p)°

-py

* logo,

Jo @ —p)epidp

P(BID
e Jo (1= pypodp

° afungao beta é:
fO n 1 m 1dp

* logo, P(B|D) = S5:2E) ~ 0.091

® compare com MV: Pg,, = 0.053!
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modelos gerativos

e modelos gerativos:
inferéncia baseada em simulag¢des dos

dados modelos gerativos
° simulamos parémetros a partir de um Simulacéo de dados a partir do prior dos parametros e do modelo
prior, P(w), A
parametros
® usamos esses parémetros para simular
“dadOS”, e P(W) MY modelo gerativo = Xn}

® usamos os dados simulados para
estimar o posterior dos parametros
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ABC: Approximate Bayesian Computation

® objetivo: estimar o posterior dos parametros de ® porqué?
um modelo -ha situagdes onde a verossimilhanca
* a) sem calcular a verossimilhanga é intratavel

-exemplo: estimativa de parametros cosmolégicos
comparando observagdes e simulagdes da
distribuicdo de galaxias

® b) mas usando um processo gerativo de
gerar dados a partir de parametros

e como proceder?
ao invés de se comparar os dados (e.g. posigoes
de galaxias) diretamente, pode-se comparar
estatisticas que “resumem” propriedades
importantes dos dados tanto nas observacoes
quanto nas simulacoes

® exemplos: distancia média entre galaxias,
variancia do numero de galaxias em esferas de
raio 8 Mpc, ...
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ABC: Approximate Bayesian Computation

e objetivo: estimar o posterior dos pardmetros
w de um modelo, usando um processo
gerativo a partir dos priores P(w)

e ABC: apenas dados simulados que
concordam com as observacgdes dentro de
uma certa “tolerancia” sdo considerados
para amostrar o posterior

parametros dados

P(W) N 0delo gerativo —D = {X1 Xn}

ABC:se |D-O|<g, O={o,..0}
guarda w para
determinar P(w|O)

observacdes

e algoritmo ABC:

® 1. amostre w, do prior P(w)
2. simule dados D, com w,,

® 3. calcule as estatisticas que
sumarizam os dados: x, =resumo(w,)

4. aceite wy, se [x, — xqs| < € (tolerancia)
e 5. retorne a1

e atencdo: em geral (mas nem sempre),

® dados continuos: tolerancia e > 0
® dados discretos: tolerancia ¢ = 0

31/34



exemplo: estimativa de uma distribuicao binomial por ABC

e Dados: {1,0,0,0,1,0,1,0,1..} ¢ distancia entre os conjuntos de dados x e y:
sequéncia com n valores x; igualaOou 1,
obtidos de uma distribuicdo binomial com
uma certa probabilidade w de sair 1

p=1X=Y|

e exemplo: tolerancia zero

® objetivo: se a amostra observada tem X s6 vamos aceitar parametros com
valores 1, usar ABC para estimar o posterior distribuigbes com o0 mesmo nimero de 1s,
de w p=0

® modelo gerativo com prior uniforme:

® sorteamos um w uniformemente
entreOe 1

® simulamos n dados y; com uma
distribuigdo binomial com parametro w

® determinamos Y =} . y; ]
(= nimero de "1’s) o
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exemplo: estimativa do numero de peixes no lago por ABC

e Dados: ® vamos aceitar as Nac simulagbes onde
X' =X

°* T:ny | i lago: ?
nGmero total de peixes no lago « P(T) & estimado como Nac/N

® M: nimero de peixes marcados: 7

® K: nimero de peixes pescados: 20

e X: numero de peixes pescados que estao
marcados: 3

posterior por ABC

4000
)

3000
L

® modelo gerativo com prior uniforme:

® vamos supor T entre 20 e 400 e
para cada valor de T fazemos N simulagées
® para cada simulagdo marcamos
aleatoriamente M peixes
® para cada simulagao “pescamos”
(escolhemos aleatoriamente) K peixes Hmmww
® seja X' o nimero de peixes pescados " — - -
marcados ro.de peies

Nac
2000
L

1000
L
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sugestoes

® The theory that would not die, ® visite www.sumsar.net
por Sharon Bertsch Mcgrayne recomendo fortemente os 3 videos de Rasmus
um livro muito interessante, com a histéria e Baath sobre introdugédo a analise de dados
grandes contribuigbes (desconhecidas) dos bayesiana

métodos bayesianos

the theory g

) P(BIA) P(4) 9
(B)

£ that would
not d1e ﬁ"
how bayes - cracked
#=<._ the enigma code,
hunted down russian Introduction to Bayesian Data
submarines & emerged Analysis.

triumphant from two &~
centuries of controversy
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