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0 que sao probabilidades?

¢ probabilidade como medida da plausibilidade (chatGPT):
® a probabilidade pode ser vista como uma medida da incerteza associada a uma
determinada proposi¢ao ou evento, em que valores mais altos de probabilidade indicam que
€ mais plausivel ou mais provavel que a proposicao ou evento seja verdadeiro, enquanto
valores mais baixos indicam que € menos provavel

* exemplo: um meteorologista diz que ha 70% de chance de chuva amanha: com base na
andlise das condigdes climaticas atuais, € plausivel que haja chuva, mas ainda ha uma certa
incerteza sobre isso; a probabilidade de 70% sugere que ha uma maior chance de chuva do
que de ndo chuva, mas ainda existe uma possibilidade significativa de que ndo chova

® podemos considerar probabilidade como medida de frequéncia como um caso particular de
medida de plausibilidade
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distribuicdes de probabilidades

vamos descrever medidas/observagdes x como
uma variavel aleatéria, continua ou discreta
variavel aleatdria: variavel cujos valores sao
resultados de um processo aleat6rio ou
estocastico, obedecendo a uma certa distribuicao
de probabilidades, P(x)

notagéo: x ~ P(x)
x € uma variavel aleatéria com distribuicao que
obedece a P(x)

P(x) pode ser uma fungéo discreta ou continua
P(x) continua: fungéo de distribuicdo ou
densidade de probabilidades (FDP ou PDF):
P(x)dx: numero entre 0 e 1 que mede o grau de
plausibilidade de que uma certa variavel x esteja
entre x e x 4 dx

® no caso de variaveis discretas a distribuicao de

probabilidades € chamada de fungédo de massa
de probabilidades (FMPs)

as FDPs/FMPs podem ser multivariadas, i.e.,
funcdes de vérias variaveis: P(x,y,z)

uma distribuicdo de probabilidades pode ser
condicional, depender de outras variaveis:

Ex.: P(x|u, 0): a distribuigdo de probabilidades de
x depende das quantidades p e o

P(x|...): a distribuicdo depende de tudo que esta
a direita da barra |
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distribuicdes de probabilidades

exemplos:
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distribuicdes de probabilidades

e classicas dois tipos de distribui¢des:

® uniforme

® binomial e discretas
® normal

* Poisson e continuas
® exponencial

e fauna estatistica

* 3, Cauchy, x2, F, T, t, Weibull,... e
e astrofisica
* lei de poténcia A T
® Schecther A
® |og-normal
°
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_probability_distributions 6/29



a distribuicao normal ou gaussiana

e distribuicdo gaussiana:

04

Pl o) = V270 P [_ 202 ]

03

2 parametros: 5

02

0.1

* média u

* desvio padrdo o (ou variancia o?)

00

p = 1/0? é denominado precisdo

7/29



o teorema do limite central

® Teorema do Limite Central: ® para n tendendo a infinito, a média dos {x;}
em condi¢des bem gerais, fazer médias produz tende a
uma distribuicdo gaussiana, independentemente & N
da distribuicdo a partir da qual os dados séo n
gerados
® seja {x1,x2, ..., x4} um conjunto de variaveis Var({x}) —» oj
aleat6rias amostradas de uma mesma ! n’

dls’trl_buu;éo dgnpro.babzllldades P(x), que tem independentemente da forma de P(x)
média p e variancia o

I8

e sua variancia a

N.B.: o/y/n: 0 “erro da média”

distribulgao exponencial N=10

02 04 06 08 10

00 o5 10 15 20 25
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o teorema do limite central

e Teorema do Limite Central: Nsim = 10 k=058

® exemplo: valores médios em Nsim
simulacdes de 10 pontos cada uma,
com uma distribuicdo exponencial

e conforme Nsim aumenta, a distribuicdo S o5 10 15 20
dos valores médios fica cada vez mais "
parecida com uma gaussiana Neim = 16,05

distribuigéo exponencial N=10

—T T
> 05 1.0 15 20 00 05 10 15 20 25 30

< o
3 xm xm

® uma consequéncia: os erros de médias
de dados vao tender a ser 'gaussianos’
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distribuicoes discretas

espago amostral constituido por varidveis aleatérias discretas:

S = {x1,x2, ..., ¢}

exemplo: a distribuigdo uniforme discreta

P(x) = 1/k,

onde k é a dimensao do espaco amostral
moeda: k=2
dado de 6 faces: k=6

média da populagdo: p = SK_, IP(l) = "'*'Tl

variancia da da populaggo: o2 = K, (I — u)?P(l) = %

para um dado de 6 faces: k=6
p=35ec = (35/12)/2 ~ 1.71

exemplo: amostra com simulagéo de 20 jogadas de um dado:
36322635466123533141

média da amostra: ¥ = 32 | x;P(x;) = 3.45
desvio padréo da amostra:
S = V2= [30 (5 - 9?P(x)

1 2 3 4 5 6

]1/2:1.73

2
L

1
L
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distribuicdo binomial

aplica-se quando ha apenas dois resultados possiveis:
sucesso/falha, detec¢do/nao-detecgao, cara/coroa

® p: probabilidade de sucesso em cada tentativa (¢ a mesma para todas as tentativas)
e as tentativas sdo independentes entre si

® probabilidade de n sucessos em N tentativas:

N(N-1)..(N-n+1) , . N,
( n(n)(l)...ln - py = aw—mp P

plpN) = () -

)N—n
® média e variancia:

N
n=>» nP(n)=Np o>=>» (n—n)*P(n)=Np(l-p)
n=0
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distribuicdo binomial
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a distribuicao binomial

e exemplo: em uma certa regido do céu espera-se 0 mesmo numero de estrelas e galaxias em um
certo intervalo de magnitudes

® considerando-se 10 objetos, qual é a probabilidade de se ter 8 ou mais galaxias?
®*nocaso: N=10ep=1/2
probabilidade de n > 8 sucessos em N tentativas:

N
=8Ny =3 () ) -

n==8

N
2102< )124~0055

® assim, a probabilidade de n > 8 galaxias em N = 10 objetos é ~5.5%
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a distribuicao binomial
B8\ [0 @8]~ (8N o]0l
— .

e exemplo: Um estudante tem que classificar 12 galaxias em 5 tipos diferentes. Suponha que
todos os tipos tenham a mesma probabilidade. Se o estudante classificar as galaxias ao acaso,
qual é a probabilidade de se obter até 4 classificagbes corretas?

® como os 5 tipos tém a mesma probabilidade, a probabilidade de cadaum ép =1/5=0.2
® a probabilidade de se obter ao acaso n < 4 classificagdes corretas para N = 12 galaxias é

dada por
4

P(n <4|p,N) =) (f)pm —p)N7" =~ 0.92744

n=0
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a distribuicao de Poisson

¢ probabilidade de n eventos ocorrerem amu 2 4 nmu: 20 4

num certo intervalo de tempo, ou em _ D
| D

certa regido do espaco, se estes eventos
nmu: 10 4 nmu: 50 4

L
J

i

ocorrem independentemente e com uma
média fixa p

000 004 008 012

[E——

000 005 010 015
|

L

02468 11 14 17 20

T
P(nlu) = Lo

e média e variancia:

|

1

1

_ N
n=>, onPn)=pn ; |:| HU
10 Dr:l.z.
N 0123456788 0 5 11 18 25 32 39 46

02 =Y o(n —1)*P(n) = p

000 005 010 0.15
000 005 010 0.15
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a distribuicao de Poisson

aplicagdes:

e contagens em detectores

densidade de estrelas/galaxias

explosdes de supernovas

15— NGC 5548 —

W WW"' \WM W"\ iy «‘)

Fiosi gaiaxy i

variabilidade de AGNs

F,(5100A)

[ el b b b 1
47500 48000 48500 49000 49500 50000 5050C
Julian Date (2400000+) 16/29




a distribuicao de Poisson

exemplo:

e em um detector, 0 nUmero esperado de fétons de uma fonte é de 4.5 por segundo; qual
€ a probabilidade de se detectar 6 fotons em 2 segundos?

® taxa de fétons: \ = 4.5/sec
® numero esperado no intervalo de tempo t: p =Xt =45x2=9
® probabilidade:
P(n|u) = g — 976(9 ~ 0.09
n! 6! -
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distribuicdes continuas

e descreve o intervalo de tempo entre
eventos que obedecem a um processo
poissoniano, isto é, que ocorrem
continuamente e independentemente,
com uma taxa meédia constante, A > 0:

e ™ sex>0
P(x|)\):{ 0 sex <0

e média e variancia:
=1

: a distribuicao exponencial

e distribuicdo cumulativa:

e—)\x

F(x|)) = {1 %

)

sex>0
sex <0

distribuicao exponencial distribuigéo cumulativa da exponencial

dexp(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Pexp(x)

00 02 04 06 08 10
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distribui¢cdes continuas: a distribuicao exponencial

exemplo:

¢ ataxa de supernovas média em uma galaxia como a Via Lactea € de 1 em 50 anos

e a ultima supernova conhecida que explodiu na Via Lactea foi a de Kepler, em 1604

e qual é a probabilidade de se esperar mais de 400 anos para se observar uma nova supernova?
® nesse caso,

o0
e Mdr =M =
to

= ¢ 400/50 — =8 ~ 0.00033546
ou, ~ 0.03%

a distribuicdo exponencial ndo tem meméria: o passado ndo afeta a probabilidade futura
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a distribuicao uniforme continua

e distribuicdo uniforme (entre 0 e X): e distribuicao cumulativa:
1 1 x
¥ se0<x<X _ / _
P(xlX) {0, de outro modo ® 0o X X
* média A
P(x)
X
1 X
E(x) = / xodx = —
®) o X 2 1/X
e variancia
X2 XZ XZ
2 _ 2\ 2 _ 2 -
0° =E(x") — E(x) 3 1 15 _
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a versatil distribuicao beta

e definida nointervalo 0 < x <1

- / i
r - \
P(x|a,b) = (a—i_b)x"_ll—xb_1 a,b >0 : / = —

L(a)['(b) —
funcao gama: e A abe 34
F(X) _ fooo fole*ZdZ F(]’l) = (I’l — 1)' . ;] N ] /

e propriedades:

* E(x) =a/(a+D)

* var(x) = ab/[(a+b)*(a+b+1)] >1 /\k iJ\\

®* moda(x) =(a—1)/(a+b-2)




a distribuicdo de Cauchy

e distribuicdo de Cauchy ou lorentziana: ® se x e y sao duas varidveis gaussianas
independentes amostradas de N(0, 1), entao

i z = x/y distribui-se como Cauchy com

P(X|M,7):m p=0evy=1

e parametro de localizagao: u
parametro de escala: v > 0 :

® como P(x) o< 1/x? para x >> 1, a média, 2]
variancia e desvio padrdo nao existem
(“caudas pesadas”) " 2

® dada uma amostra {x;} com distribuicdo de s
Cauchy, p e v devem ser estimados com
métodos robustos (como medianas e ; ) ] : !
quartis) '
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distribuicdo em lei de poténcia

muito comum em Astronomia: e se a distribuicao for uma lei de poténcia

o com expoente v, temos:
e exemplos: contagens de galaxias,

funcdo de massa inicial de Salpeter N(>L) < L'*!  (forma integral)
e também muito comum em outras areas: ou
flutuagdes no mercado econémico, taxa
de crescimento de empresas, dN x (y+1)L7dL  (forma diferencial)

distribui¢céo de salarios, etc o
e distribuicdo independente de escala:

e N(> L): numero de objetos ou eventos se f(x) =x7, entdo
com uma dada propriedade medida (e.qg. flax) = a'x7 = cte x” = cte f(x)
a luminosidade) maior do que um certo a forma da fungdo ndo muda com uma

valor L mudanca de escala da variavel
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distribuicdo em lei de poténcia

® tem média e variancia infinitas, a menos que
limites sejam definidos

® isso ocorre na maioria dos casos concretos:
podem existir limitagdes fisicas em ambos os
‘lados’ da distribuicdo

e exemplo de distribuicdo em lei de poténcia:
a funcdo de massa inicial de Salpeter (1955)

E(M) = M™%

&(M)dM: nimero de estrelas nascidas com
massas entre M e M + dM

log(¢)

..... RRRRERERE S
[ ®Scalo (1986)

........ T
Salpeter (1955)

~ = — Chabrier (2003)
= = == Ferrini et al. (1990) -
m,=0.32Me, m,=114Mg
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distribui¢cdes bivariadas

e vamos considerar agora distribuicbes de duas ou mais variaveis
® dadas 2 variaveis x e y, a distribuicdo de probabilidades conjunta de x e y é P(x,y):

* Plx,y) =0
* [Plx,y)dxdy=1 ou 3. Plxy) =1
® As distribuicdes P(x) e P(y) séo as distribuicées marginais de P(x,y):
P(x) = [P(x,y)dy ou P(x) =3, P(x,y)
P(y) = [ P(x,y)dx ou P(y) =3, P(x,y)

e distribuicdo cumulativa conjunta (ndo € muito usada):

F(xlvy,) = P(.’X < x/’y < y/)
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valor esperado e correlacao

¢ valor esperado de uma fungéo f(x,y):

E(f) = / /y F(x,y)P(x, y)dxdy

ou

E(f) = ZZf(x’y)P(xvy)
x oy

e covarianciaentrexey
Cov(x,y) = E[(x — E(x))(y — E(y))] = E(xy) — E(X)E(y) = o
¢ o coeficiente de correlacdao de Pearson é um nimero entre -1 e +1 definido como

p = Corr(x,y) = Cov(x,y) _ oy

ox0y o0y

0,0y valores esperados da variancia de x e y
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a distribuicao gaussiana bivariada

¢ gaussiana bivariada: e contornos P(x,y) = cte: elipses
» _ 1 72
(%, Ylpx, py, ox, oy, oxy) = Zwaxaym exp <* 2(1—[12)) o
onde o
p_ - ;«)2 L - ;yﬁ oy, =)
o3 oy oxoy 20y B
e coeficiente de correlagéo: o
Oxy -
Ox0y i } o 5 7

27/29



distribuicdo gaussiana bivariada em notacéao vetorial

B 1 1 x =y ) x—p ) (v -y v—my )\’
o= e s () () () + (4

notag&o vetorial:

® vetor com as variaveis:
T 0.1 F__/_,_/(
x= ) R
!J‘ ‘

® vetor com as médias:

T 0.0
= (px, Hy)

® matriz de covariancia:

e

S
S
SIS

<
ISRt
“\‘:‘:":::“‘& =
o
Reicesesess

) eties]
8%
s

<5

5 - o'% poxOy 2
pPOxTy o,
entao,

1 1 T —1
P(x,y) = — —(x— = - ~ N(p,
() PSTE exp{ S m (x u)} (1, 3) 2820



a distribuicao gaussiana bivariada

Note que: e distribuicdes condicionais

(ver completando_o_quadrado.pdf):
e —1<p<+1

o . P(y|x) ~ N(Ny|x70y|x)7
® x ey sdo independentes apenas se p =0 g
onde

g
e as distribuicbes marginais séo Hylx = py + pg—y(x — [y)
X

P(x) ~ N(pux,0x) e P(y) ~N(py,0y) Oylx = oy 1 — p?

® covariancia entre x e y:
Coo(x,y) = p .

29/29



	probabilidades
	o teorema do limite central
	distribuições discretas
	distribuições contínuas
	distribuições bivariadas

