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O tortuoso caminho dos fotons no interior das

estrelas: passeio aleatorio

Distancia percorrida: d = ¢+/N

¢ . caminho livre medio
N: numero de passos

Foton
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N: numero
de passos

d? = (dx, +dx, +dx +..+dx )’
+(dy, +dy, +dy, +..+dy )

d? = (dx,)* + (dx )*+ (dx )’
+ (dy,)* + (dy,)*+ (dy,)?
+ dxldx2 + dxldx3 + ... dxlxN

+dy dy, +dydy, +...dy dy,

ix = () + () (€)+ .. ()2

¢ : caminho livre médio = 42 = (¢)2N

Distancia percorrida: d =¢./N



Passeio aleatorio dos fotons

Distancia até a superficie é a profundidade optica
vezes o numero de caminhos livre médio:

ad = TAK —- f\/ N
- NUmero de passos até a superficie (para t >> 1) é:
.9
N =T,

O que acontece com o fotonset~ 17



“Superficie”? Superficie optica
Quando observamos o Sol estamos olhando uma

camada com profundidade optica T = 2/3 em qualquer
angulo




s, 5, Escurecimento do limbo
&) /7 )

@"?( &Ob . T. = d

\ @’77& %y /0 NS Visdo do Sol

do Sol

O escurecimento do limbo é causado
pelo gradiente de temperatura



Gradiente de pressao de radiacao

Para radiacdo de 4 [ 40 T*

corponegro:  frad = 37 ! B,(T)dx = 3

Temperatura decresce na direcao da superficie
= pressao de radiacao também decresce

Foton

radiente produz
movimento na
ao da superficie
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9.4 A equacao de transferéncia radiativa

* Nao consideraremos o caminho de um féton
individual, mas o fluxo de radiacao numa direcao
através da atmosfera.

* Obteremos um modelo da variacao da
temperatura em funcao da profundidade 6ptica.

* Importante para diversos
problemas, entre eles a variacao
de intensidade centro-limbo no Sol |
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O Coeficiente de emissao

O Incremento de intensidade da luz dI, ao atravessar um

gas é proporcional a distancia percorrida ds, a densidade
do gas p, e o coeficiente de emissao do gas j,:

dly = japds

Unidades de j;: L/_
lerg st nmisrtgl] £
ou [m s® sr 1], pois erg é [g cm? s?]
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O Coeficiente de emissao

O Incremento de intensidade da luz dI, ao atravessar um
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O Coeficiente de emissao

O Incremento de intensidade da luz dI, ao atravessar um
gas é proporcional a distancia percorrida ds, a densidade

do gas p, e o coeficiente de emissao do gas j,:

2

dly = japds

<

® Emissio espontanea
® Espalhamento de e-

L
Unidades de j;: LL

e

i
lerg stnmtsrtgt]
ou [m s® sr 1], pois erg é [g cm? s?] !
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-dI, : absorcado + espalhamento fora do feixe

+dlI, : emissao espontanea + espalhamento na

direcao do feixe Inicial:
T : 7 fotons
Inicial; 7 fotons

Final: 5 fotons

-2 absorvidos
-2 espalhados
fora do feixe
+1 emissao
espontanea
+1 espalhado

no feixe  ze
yz

L
L

L
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Considerando ambos absorcao e emissao:

d]x — —K)UOI)L ds -+ ‘])\,0 ds

Dividindo por —K) P ds | dIA j)x

— = I,

K p ds K,

Definimos a S, descreve como fétons sao

funcao fonte SLZ S)' = ‘]A /KA acrescentados e removidos
do feixe de radiacao

Equacao de
transferéncia I dl, =1, — S, >.tem as

. . - mesmas
radiativa: K0 ds unidades de |
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EquagéoAde. 1 dI,
transferéncia =1, — 3,
radiativa Krp ds

Se a intensidade nao muda 2 dI,/ds=0-2> [, =S,

Sel,>S, = dl,/ds <0 -> I, decresce com a distancia

Sel, <S, = dl./ds>0-> I, aumenta com a disténcia
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Equa(;éoAde. 1 dI,
transferéncia =1, — 3,
radiativa Krp ds

Se a intensidade nao muda 2 dI,/ds=0-2> [, =S,

Sel,>S, = dl,/ds <0 -> I, decresce com a distancia

Sel, <S, = dl./ds>0-> I, aumenta com a disténcia

Para radiacao de corpo negro, I, =B,

Como B, ndo muda = dl,/ds =0
> 5, =, =B,
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Equilibrio Termodinamico Local (ETL)

NUmero de passos até escapar (parat>>1): N = T,

2

Fotons em regioes de altat =2 mesma temperatura

Temperatura [K]

T >> 1: condicoes mais proximas de ETL

2000
8000}
7000}
6000+
5000}
4000

1t=10"4

Transparente  Opaco

600

500

400 300 200 100 0 -100
Altura [km]
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Example 9.4.1. To see how the intensity of a light ray tends to become equal to the local
value of the source function, imagine a beam of light of initial intensity [, ¢ ats = O entering
a volume of gas of constant density, p, that has a constant opacity, k;, and a constant source
function, S,. Then it is left as an exercise to show that the transfer equation (Eq. 9.34) may
be easily solved for the intensity of the light as a function of the distance s traveled into the gas:

1 dI, Para |, ,em s=0, e se p = cte, K, = cte, S, = cte:
o = I\ — S | —K3 PS —K3 PS
Kyp ds > Li(s) =Lioge ™ + S, (1 — ™)

As shown in Fig. 9.13 for the case of S, = 21, ¢, this solution describes the transformation
of the intensity of the light ray from its initial value of 7, o to S;, the value of the source

function. The characteristic distance for this change to occur is s = 1 /k; p, which is one
photon mean free path (recall Example 9.2.2), or one optical depth into the gas.
. ' I ' |
Dica para resolver L s
a equacao de
transferéncia: Lo I s | 1
. —> — S
Multiplicar por <~ -
Kp e-SKp
- d(l,e*)/ds
| | | | 0 | |
0 1 3 4 0 1 2 3
S K)pPS

(a) (b) 20



Equacao de transferéncia radiativa
em funcao da profundidade optica

1 dlI,
= I, — Si
K)o ds
dt, = —Kk;pds
dl,
—=1 -39S
- dl’k ’ /

Para facilitar, vamos usar T, na direcao vertical, onde
T, =T, ./ cosb
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Atmosfera plano-paralela

Hfotosfera ~ SOO km
R, ~ 700 000 km = H/R =7x10*
Temperatura [K]
9000 '
8000t
7000+ Fotosfera solar
6000t
5000¢
4000 . | 1 1 . 1
600 500 400 300 200 100 0 -100

Altura [km]
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Profundidade 6ptica na direcao vertical:

0 Z Light ray
A
T.0(2) = f (.0 dz
2 A
6= xpds
dz = dscos6 0
‘ () z=0 no topo da atmosfera
Ty,
T, = L= Tav sec 6

cos 6
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Equacao de transferéncia radiativa usando a
profundidade optica na direcao vertical, T, ,

b _ s
T, = Tho | g dr, - ’

cos 6 u

dl,
cos 6 = 1)\ = SA
dTA,U




Atmosfera “cinza”

Profundidade optica, 0
depende do comprimentode T, ,(2) = f K0 dz
onda, pois x, depende de A Z

Para identificar 1 camada da atmosfera z com apenas 1
profundidade 6ptica T, , podemos supor que K nao depende

de A (como por ex., para a opacidade média de Rosseland)

Uma atmosfera onde a opacidade nao depende do
comprimento de onda é chamada de atmosfera cinza
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AtmOSfera “Cinza” K : opacidade média

T, .(2)

0 0
/ Kmdzzf Kpd: — t,2)
% Z

dl,
at

cos @ =1, — 3,

v
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AtmOSfera “Cinza” K : opacidade média

0 0
’CK,V(Z)E/ K,\deE/ Kpdz — T,2)
< &

dl;
cos 6 = IA = SA
- dt, —
I=/ [, dA @ S=/ S, dA
0 0
Equacao de dl
transferéncia radiativa |COS 6 =]—-3
para atmosfera cinza Ty




Relacoes importantes para a atmosfera

CINnZa d Fra q
=4 ((I) — 9S)
dt,
dPrad 1
w— e rad
arc, C
Em coordenadas esféricas, com origem no centro da estrela (r = 0)
dPrad E,O
S — Frad

dr ¢
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Condicao de equilibrio: processos de absorcao
sao balancados por processos de emissao. O
fluxo deve ser o mesmo em todas as camadas:

Fraqd = constant = Fyyr = an
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Condicao de equilibrio: processos de absorcao
sao balancados por processos de emissao. O
fluxo deve ser o mesmo em todas as camadas:

4
Frig = constant = Fepr = aTe

Como o fluxo é constante g F' ad/dtv —

dFrad
=4 -3
aATs LW ) -
1
dPrad — rad :> PI‘dd == rddtv T e
arT; C

C 1s the constant of integration
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Distribuicao de temperatura

Aproximacio 47 3 o)
de Eddington: T (1) = Fraq (TU -+ —)
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Distribuicao de temperatura

Aproximacio 4w B o)
de Eddington: T (1) = Fraq (Tv +- 5)

ParaETL: S = B = 0T4 Lembrando: (/) = S

4
0 T N ol
(eq. 3-28)/ B, (T) d)\ = g;—i EntaO: (I) — e
0

T
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Distribuicao de temperatura

Aproximacio 4w B 0
de Eddington: ? (I) = Frag (rv -+ 5)

4
pra BT § — B — 21 Lembrando: (I) =S

4
= T . oT
€q. 3-28)/ B, (T)dA = _O_;r]_:l. EntaO: (I) - —_—
0

T
3 2
T4=ZT4(‘L'U+_)@
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Distribuicao de 3 )
4 4
temperaturada |17 = 2 T (rv + —)

: 3
atmosfera cinza

Exemplo. O Sol tem T =5777K, qual a
temperatura para as camadas:
1=10,logt=1->T _ =
1=2/3,logt=-02->T _ .=
t=0,01,logt=-2->T _ .=
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Detailed solar '¢» 7T log P log P, log ky/P, x
(K) (dyne/cm?)  (dyne/em®)  (cm?/g per dyne/cm?) (km)

mOdeI by Solar model, S, = 1.0, log g =4.438 cm/s*
: ~40 4310 : ~509
David Gray -38 4325 Clrhza: 3 4 2 —476
~36 4345 _ 448
(2005, Stellar ~ —36 B8 I T% = — Te T, + — 42
photospheres) -32 4405 4 3 ~397
~30 4445 ~373
~28 4488 T (Sol) = 5777 K ~1.30 ~349
—26 4524 = -1.32 ~325
—24 4561 e( ol) ~1.33 ~301
~22 4608 3.97 ~0.12 ~1.35 ~277
~20 4660 4.08 ~0.01 ~1.37 -252
-1.8 4720 4.19 0.10 ~1.40 ~228
~1.6 4800 4.30 0.22 ~1.43 ~203
~14 4878 4.41 0.34 ~1.46 ~177
-12 4995 4.52 0.47 ~1.50 ~151
~1.0 5132 4.63 0.61 ~1.55 ~124
~08 5294 4.74 0.76 ~1.60 ~97
~0.6 5490 4.85 0.93 ~1.66 ~70
-04 5733 4.95 1.15 -1.73 ~43
~0.2 6043 5.03 1.43 ~1.81 ~19
0.0 6429 5.10 1.78 -1.91 0
Comosecompara 5 44 5.15 2.18 ~2.01 15
com a distribuiciode 04 7467 5.18 2.59 -2.11 27
0.6 7962 5.21 2.92 -2.18 37
temperaturaparao ;g gys 5.23 3.16 ~2.23 46
modelo “cinza”? 1.0 8630 5.26 3.32 -2.25 56
12 8811 5.29 3.42 ~227 68
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Escurecimento do limbo

Primeiro, resolveremos a equacao
de transferéncia radiativa:

Para resolver a equacao, multiplicamos por e ™

dl,
e
dl')\

—Ta Tx

= Ike"

dl,

dl’k

= I —.8;

— —SA e

Th

— (") = =S,

d'l')\

dle ™) =—S,e *d
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dle ™) =—=S,e *dmn

,(0) é aintensidade emergente
7, = 0 where I, = [,(0) no topo da fotosfera

s 0
Ta
Al | i
| o = —/ S,e "t dr,
T, 0 Where I, = I, tA.0
0
-0 i —T
e IA(O)— e 1')‘*OIA,Q = —/ S, e " dT,
Tx.0

0
1,\(0) = 1)\’08—“’0 — / Ske"“ dl’k

T).0
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Intensidade emergente no topo da fotosfera, I, (0):

L(0) = L ge™°
A

Intensidade inicial |,

diminuida pela absorcao ao
longo do caminho até a

superficie

0
/ S, e " dr,
Tx.0

\

Emissao atenuada pela
absorcao entre o ponto
de emissao e a superficie

O segundo termo é negativo (pois T diminui na
direcao da superficie); como temos um sinal negativo

na frente = contribuicao positiva para |, (0)
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0 Z Light ray
IA(O) - Ik,oe_“*" —/ Ske’“ dTA A /

Tr.0

Para estudar a variacao
centro-limbo, podemos usar a
profundidade optica vertical )
(trocar T, com T, ,secH):

dr =drt,sec 0

0
1(0) = Ipe™™0%°f — f Ssec e ™% dr,
T,.0 S€cH
| e T dependem de A, porem para simplificar a notacao vamos
ignorar o indice A. Ou seja, nao é atmosfera cinza, apenas
estamos simplificando a notacao

39



Escurecimento do limbo
0

1(0) = e Tvosec? [ SsecO e sl g4,

T,.0 Secé

Para incluir contribuicoes de todas as camadas, a
profundidade 6ptica inicial é t,,= o0 = 10 termo é zero

o0
- Aintensidade 1(0) = f SsecOe ™ g,
0

na superficie é:

40



Escurecimento do limbo
0

1(0) = e Tvosec? [ SsecO e sl g4,

T,.0 Secé

Para incluir contribuicoes de todas as camadas, a
profundidade 6ptica inicial é t,,= o0 = 10 termo é zero

o0
- Aintensidade 1(0) = f SsecOe ™ g,
0

na superficie é:
Nao sabemos a forma exata da funcao
fonte S, porem uma boa aproximacao é:

2 IA(O) = d) +bl cos @

S =a+ br,

41



Escurecimento do limbo

A intensidade I, (O
= b, cos 6
na superficie é: A ( ) :

Podemos usar observacoes
cuidadosas da variacao da
intensidade centro-limbo para
determinar os coeficientes a,, b,.

Por exemplo, para 501 nm, temos
a;,; = 1,04 x 10°W m=sr,
b, = 3,52 x 10¥W m3srt?
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Example 9.4.2. Solar limb darkening provides an opportunity to test the accuracy of
our “plane-parallel gray atmosphere in LTE using the Eddington approximation.” In the
preceding discussion of an equilibrium gray atmosphere, it was found that the mean intensity

is equal to the source function, ( I) - S < Light ray

A
T4

T 4 ¢ 3

Considerando: S = a + b,

A variacao

1(0)

centro-limbo:

16=0)

. a + bcosb

a—+b

dr,
a = _q_T“ h = 3—UT4 dr =dt,sec 0
2 € 4 ¢

3

+ —cosf

5
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I(6 b v, 2 3
(6) _a+ COS I .

1 I T o —
10 [1(6 =0) a-—+b 5 5
09 F
~~ i
O os b
Il !
§§?07 - Pontos:
> | observacoes
) 0.6
T
= i
05 L Curva:
! modelo
0.4 - simplificado
1 l 1 l 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 10 20 70 80 90

30 40 50 60
Angle 6 (deg)
FIGURE 9.17 A theoretical Eddington approximation of solar limb darkening for light integrated
over all wavelengths. The dots are observational data for the Sun. Although a good fit, the Eddington

approximation is not perfect, which implies that a more detailed model must be developed; see, for
example, Problem 9.29. 44
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